Elemente de teoria grafurilor

6. Cuplajul a doua multimi disjuncte. Probleme de afectare (de repartitie)

In practica economica sunt foarte des intalnite probleme in care se doreste asocierea optima
a elementelor unei multimi X = {xi, Xa, ... , Xp} cu elementele unei alte multimi Y = {y1, y2, ... , Ym}

In general, fiecare asociere posibild x; <> y; aduce un anumit efect aj; (profit, cost etc) care
poate fi calculat si vom presupune ca este cunoscut.

Limitarile asupra asocierilor se traduc de obicei prin faptul ca:

1. Un element x; poate fi asociat doar cu anumite elemente din Y si reciproc;
2. La sfarsit, fiecarui element din X i s-a asociat cel mult un element din Y si reciproc.

Asocierea optima presupune, de obicei, doud obiective:
1. Sa se faca maximul de asocieri;
2. Suma efectelor asocierilor sd fie maxima (sau minima, in functie de semnificatia

acestora).

Reprezentarea geometrica a situatiei de mai sus este un graf de forma:

numit graf bipartit.

Definitia 1: Se numeste graf bipartit un graf G = (X, U) 1n care multimea nodurilor poate fi
impartita In doud multimi disjuncte A si B astfel Incat orice arc are extremitatea initiald in A §i cea
finala in B.

Definitia 2: Se numeste cuplaj al unui graf bipartit o submultime de arce W < U cu
proprietatea ca nu exista doud arce adiacente (sau altfel spus, pentru orice nod exista cel mult un arc
incident acestuia).

Definitia 3: Se numeste cuplaj maxim un cuplaj cu proprietatea ca orice arc care nu face
parte din cuplaj este adiacent cu un arc din cuplaj ( <> orice arc am adauga, nu mai ramane cuplaj
< nu existd nici un cuplaj in care sd se includd strict < contine numdrul maxim de arce
neadiacente)

Este evident cd numarul de arce ale unui cuplaj este mai mic sau egal cu numarul de
elemente din fiecare din multimile A si B (< min ( | A fB ‘ ). Este interesant de vazut insa cat de
mare este el efectiv si in ce conditii este egal chiar cu min (| A, |B | ).

Referitor la prima intrebare, in 1931 Konig a demonstrat o teorema care permite stabilirea
numadrului de arce ale unui cuplaj maxim:

b
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Teorema: Numarul maxim de arce ale unui cuplaj intr-un graf bipartit G = (AUB, I') este
egal cu Enin([A - C| + |F(C)|)
cA

In ceea ce priveste a doua problema, observam mai Inti ca putem presupune ca intotdeauna
|Al<|B] , In caz contrar inversand sensul tuturor arcelor grafului, problema ramanand aceeasi.
In acest caz:

min(A —C|+[1(C)) = [A] & min(A - c|+[r(C}) - |A] =0 & min(-|c[+|r(C)) =0 =

CcA
= glcaiiqq - |F(C)|) =0 I(C)> |C| oricarear fiC c A

sau altfel spus, pentru orice submultime C a lui A, multimea nodurilor atinse de arce care pleaca din
nodurile sale, adica I'(C), are cel putin atitea elemente cat C.

De exemplu, la repartizarea angajatilor pe posturi, fiecare angajat poate obtine un post dorit
daca si numai dacd oricare ar fi multimea de r angajati exista cel putin r posturi diferite din care pot
alege.

Presupunem, in continuare, ca s-a asociat fiecarui arc (x;,X;) o valoare vj;.

Definitia 4: Se numeste valoare a unui cuplaj suma valorilor arcelor care 1l formeaza.

In acest moment putem spune ci determinarea unei asocieri optime a multimilor X si Y de la
inceput este echivalenta matematic cu determinarea unui cuplaj maxim de valoare optima (minima
sau maxima) in graful bipartit asociat.

Dintre problemele intalnite in practica economica, ce se reduc matematic la gasirea unui
cuplaj maxim de valoare optima, amintim:

1. Problema repartizdrii muncitorilor unei sectii la utilajele acesteia in functie de pregatirea
si preferintele muncitorilor, complexitatea masinilor etc;

2. transferarea unor informatii intr-un grup;

3. Repartizarea angajatilor pe posturi;

4. Formarea grupelor de lucru dupa afinitatile dintre membrii colectivului.

In 1955, bazandu-se pe teorema lui Konig, H-W. Kuhn a elaborat un algoritm, cunoscut in
literatura de specialitate sub denumirea de algoritmul ungar, cu ajutorul caruia se poate determina
un cuplaj maxim de valoare minima intr-un graf bipartit pentru care ‘ A | = | B ‘ =n.

El se bazeaza pe observatia ca, dacd se adund (sau scade) aceeasi numar la toate valorile
arcelor, nu se modifica ierarhia cuplajelor maxime, in ceea ce priveste valoarea lor.

Vom prezenta algoritmul concomitent cu rezolvarea unui caz particular, pentru o mai buna
receptare a acestuia:

"Intr-o sectie produsele finite se obtin in urma efectuarii succesive a 6 operatii pe 6 masini.
In aceasti sectie sunt angajati 6 muncitori, fiecare fiind calificat pentru efectuarea oricirei din cele 6
operatii. Pentru a optimiza activitatea in sectie cei 6 muncitori au fost supusi la un test in care
fiecare a prelucrat un numdr de piese, pe toate cele sase masini. In final, calculandu-se timpul mediu
in care muncitorul M; efectueaza operatia O; s-au obtinut valorile (in ore) date in tabelul de mai jos:

M, M, M; M, Ms M
o | 4 3 6 2 6 8
0, | 5 4 8 3 8 9
0, | 5 6 8 2 8 7
o, | 4 5 7 2 7 8
os| 4 6 6 3 6 7
Os | 6 6 8 3 8 9
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Sa se gaseasca acea repartitie a muncitorilor la masini astfel incat timpul in care o piesa se
prelucreaza succesiv pe cele 6 masini sa fie minim."

Pasul 1. Se construieste matricea patratici M care are elementele:

J J

valoarea arcului (xi , X ) daca exista arcul (xi , X )
m~~ = .
Y 0 daca nu exista arcul {x;, X ; )

4 3 6 2 6 8

548 3 89

. mMo15 6 8 2 8 7

Pentru exemplul ales vom avea: M = 4 5 7 2 7 8
4 6 6 3 6 7

6 6 8 3 8 9

Pasul 2. Se scade din fiecare linie minimul acesteia apoi, in matricea obtinuta, din fiecare coloana
minimul acesteia (se poate face si invers, rezultatul final va fi acelasi). Pentru exemplul
dat vom obtine succesiv matricile:

M, = si apoi M, =

(ST \ORUSY O] )
LWL A=
[V, N USRV, No WV, AN
SOOoOOoOOoOOo
(VN ISRV N U, NN
(e "Ne NV, Fo Yo))
NO—=DN——
DN WOO
DO WN—
SOOoOOoOOoOOo
DO WN—
DO — N

Ultima matrice este cea asupra careia se aplicd urmatoarele calcule. In acest moment pe
fiecare linie si pe fiecare coloand se afla cel putin un 0, care corespunde celui mai mic timp. Se
incearca in continuare folosirea doar a acestor repartizari:

Pasul 3. In ordinea crescitoare a numarului de zerouri si de sus in jos (in cazul existentei mai
multor linii cu acelasi numar de zerouri ) se incadreaza pentru fiecare linie zeroul a carui
coloand contine cele mai putine zerouri (primul de la stdnga dintre acestea, in caz de
egaliate) si se bareaza celelalte zerouri de pe linia si coloana acestuia. Pe parcursul
algoritmului sunt luate in considerare la numarare doar zerourile neincadrate §i nebarate
inca. In final, pe fiecare linie si pe fiecare coloani va fi cel mult un zero incadrat. Daci in
final sunt n (= dimensiunea matricei) zerouri, atunci arcele corespunzitoare formeaza
cuplajul cautat. Daca sunt mai putine se trece la pasul 4.

In exemplul nostru avem trei linii cu cite un zero (a 3-a, a 4-a si a 5-a) .1l incadram pe cel de
pe linia 3 (prima dintre ele) si baram restul zerourilor de pe linia 3 si coloana 3, obtinand:

RO — N =
DN WLWOO
NON W —
eRRERS
NDODWN—
DO~

In acest moment pe liniile 1 si 2 se afld un zero. Se incadreazi cel de pe linia 1 si se
bareaza celelalte de pe linia 1 §i coloana 2, obtinand:
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NSO — 1t — —
NN L R[D]
N OB Lo B —
RS
N S M Lo N —
N O —

Ultima linie cu zerouri este linia 5 din care il incadrdm pe primul si le baram pe celelalte:

N ——
R WL RB]
PO B L R —
REXPRX
DO A DO LI R —
PO SR — DI

In total nu sunt 6 zerouri incadrate (sunt doar trei) si deci trecem la pasul 4.

Pasul 4. La acest pas se va stabili numarul minim posibil de linii si coloane care sa contind toate
zerourile matricii. In acest sens vom proceda astfel:

a) se marcheaza liniile care nu au nici un zero incadrat;

b) se marcheaza coloanele care au un zero barat pe o linie marcata;

c) se marcheaza liniile care au un zero incadrat pe o linie marcata (daca existd);

Se repeta operatiile b) si ¢) pand nu mai poate fi marcata nici o linie $i nici o coloana.

In cazul nostru vom avea: a) — se marcheaza liniile 2, 4 si 6;
b) — se marcheaza coloanele 2 si 4;
¢) — se marcheaza liniile 1 si 3;
b) — nu mai marcam nici o coloand deoarece nu mai exista
nici un zero barat pe liniile 1 si 3, care sd corespundd unei
coloane nemarcate;
¢) — nu mai marcam nici o linie, deoarece nu a mai aparut
nici o coloana marcata.

Rezulta: ¥* ¥
1 o1 41 2%
1 4 2 84 2 2%
2 3 31003 1*
1 22 0 2 2%
0l 2 0 0 & &
2 22 0 2 2)*

Pasul 5. Se taie liniile nemarcate si coloanele marcate:

Pasul 6. Se impart elementele matricei in trei grupe:
G = elemente aflate la intersectii de linii netdiate cu coloane netdiate;
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G, = elemente situate la intersectii de linii taiate cu coloane netaiate sau de linii netaiate
cu coloane taiate;
G; = elemente situate la intersectii de coloane tdiate cu linii tdiate

Pasul 7. Se gaseste minimul grupei Gy, care se scade din fiecare element al lui G; si se aduna la
fiecare element al grupei Gs. Elementele grupei G, raman neschimbate.
Pentru exemplul dat, minimul lui G, este 1 si obtinem noua matrice:

0 000 01
0 01 011
1 32020
021 011
030100
1 21011
Pasul 8. Se reia algoritmul de la pasul 3.
Vom avea dupa marcare:

W o ld o601

Q20 1 0 1 1

1 3 2 0 2[0

o 2 1 0 1 1

A 30 1[040

1 2 10011

Deoarece avem 6 zerouri incadrate, am obtinut cuplajul maxim de valoare minima cautat, caruia ii
va corespunde repartizarea muncitorilor pe operatii de mai jos:

care duce la o durata totald a prelucrarii unei piese de 6 +4 + 7 + 6 + 3 =26 ore

Observatie: Deoarece regula de a alege de sus in jos la linii cu acelasi numdr de zerouri este
arbitrara si de asemenea alegerea primului zero de la stinga, putem ajunge si la alte
cuplaje maxime, dar toate vor avea aceeasi valoare, cea minimd. De exemplu, un alt
cuplaj optim este:
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care are de asemenea valoarea 26.

Observatia 1. Daca dorim un cuplaj de valoare maximad atunci vom calcula la pasul 1
matricea M astfel:

1. Construind matricea A de elemente:

valoarea arcului (xi o X ) daca exista arcul (xi X | )

au = .
Y — daca nu exista arcul |x;, X ; )

2. Matricea M va avea componentele: m;; = max (a i )— a;
1<1,j<n

apoi aplicdm 1n continuare algoritmul.

Observatia 2. Daca ‘A ‘ #* | B ‘ atunci aplicdm acelasi algoritm cu singura diferentd ca ne
vom opri cand vom obtine un numar de zerouri egal cu min ( |Al,|B] ).
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