CAPITOLULII
PROGRAMARE COMBINATORIALA

2.1 Elemente introductive

O problema de optimizare (adica o functie de mai multe variabile care trebuie maximizata
sau minimizata cu satisfacerea unui set finit de restrictii) are caracter combinatorial daca fiecare
variabild poate lua independent un numar de valori numerice apriori cunoscute de exemplu: valori
intregi, nenegative inferioare unui prag dat sau numai valori 0 sau 1.

Analiza noastrd se va restrange la acele probleme cuantificabile matematic prin datele
amintite: functia obiectiv, variabilele, restrictiile, valori permise variabilelor, deoarece clasa de
probleme combinatoriale este cu mult mai larga.

Caracteristica unei probleme combinatoriale este ca numarul combinatiilor posibile de valori
este finit. Aceste combinatii se numesc Solutii ale problemei si multimea lor se va nota cu Q.
Combinatiile care, in plus, satisfac restrictiile problemei, si ele in numar finit, se vor numi Solutii
Admisibile si multimea lor se va nota cu A Cu aceste notatii, 0 problema combinatorialda se
formalizeaza astfel:

dati fiind o functie definitd in toate elementele din  si se determine x €A cu proprietatea:

f(x") = max f(x)
xeA

La prima vedere o problema de programare liniara este o problema combinatoriala deoarece
solutia sa optima se poate gasi inspectand doar multimea Asap care este finita. Exista totusi o mare
deosebire: o solutie bazica nu poate fi construitd prin acordarea de valori variabilelor intrucéat din
start plaja de valori admisibile este infiniti. In notatiile de mai sus, A poate fi socotita finita, insa
multimea Q a combinatiilor posibile de valori date variabilelor este R," care este infinit. Sansa de a
da peste un element din A considerand o combinatie de valori sau alta este practic nula.

Exemplul tipic de problema combinatoriald pe care il avem in vedere in cadrul acestui curs
este Problema de Optimizare cu Variabile Bivalente (vezi problema de afectare, problema
alegerii proiectelor de investitii). Aici numarul total de combinatii posibile, respectiv numarul de
elemente din Q este 2" unde n este numarul variabilelor.

In general o problema combinatoriald se rezolva prin Enumerarea Totald sau Partiald a
multimii Q a solutiilor sale. Vorbim de enumerare totala daca determinarea elementului optimal
X €A necesitd generarea tuturor combinatiilor posibile de valori date variabilelor deci a tuturor
elementelor din Q. Enumerarea partiald reprezinta determinarea lui X' prin generarea efectiva a unei
parti din QQ partea negeneratd fiind recunoscuta ca necontindnd elemente optimale. Indiferent de
schema de enumerare, o datd generat un element x € se efectueaza urmatoarele operatii:

1. Se cerceteaza daca xeA; daca NU se trece la generarea altui element din Q. Daca DA:



2. Se compard f(x) cu valoarea obiectivului /' in cel mai bun element din A gasit anterior;
dacd se Tmbunatateste valoarea obiectivului (in sensul optimului), x se retine ca cel mai bun element
din A, gasit. In caz contrar x se abandoneaza si se trece la generarea unui nou element din Q.

Este important de retinut faptul ca generarea multimii Q3 sau chiar a unei parti nu Tnseamna in
nici un caz memorarea elementelor generate si aceasta pentru doua motive: sunt foarte multe si apoi
nu sunt necesare (exceptand cel mai bun element din A gasit la un stadiu sau altul al enumerarii).

Schema logica din figura 1 formalizeazd rezolvarea problemelor de optimizare
combinatoriala (P). Ea foloseste o “locatie” xus realizatd de obicei sub forma unui vector in care se
depoziteza ’cel mai bun” element din A gasit pana la un anumit moment si o variabild zqs care
retine valoarea obtinutd in Xcye. In cazul unui obiectiv de maxim, initial zeys = - 0, Xeus = 0. in
cuprinsul schemei, punctul delicat il constituie modul de generare efectiva a elementului din Q, mod
care va fi discutat ulterior.

Neajunsul evident al enumerarii explicite a tuturor solutiilor problemei (P) rezida in
numarul mare al acestora. Generarea unei solutii prin atribuire de valori variabilelor este o operatie
practic instantanee pe un calculator (sunt necesare anumite precautii pentru evitarea generarii unei
solutii de mai multe ori); chiar si verificarea restrictiilor de catre o combinatie generald nu dureaza
prea mult si totusi, verificarea atator solutii face ca timpul total sa depdseascd lesne limita
rezonabilului.

Alte trei clase de probleme formalizabile matematic pentru care numarul de solutii
admisibile este foarte mare sunt urmatoarele:

a) Problema ordonantarii prelucrarii unor repere pe mai multe utilaje. Se cunosc timpii de
prelucrare ai reperelor pe fiecare utilaj in parte, precum si ordinea in care utilajele trebuie
parcurse. Problema consta in stabilirea ordinii de lansare in fabricatie a reperelor astfel incét
timpul total de asteptare al utilajului sa fie minim. Este clar ca numarul total de solutii este
n!, unde n = numdrul de repere ce trebuie prelucrate. Ori pentru » = 20 avem:
20!=243.290.200.816.664.000 numar ugor de scris dar greu de imaginat ca marime.

b) Problema comis voiajorului. Un comis voiajor trebuie sa viziteze n orase cj,...,C,. Se
cunoaste matricea timpilor de deplasare de la un oras la altul, bineinteles acolo unde exista
legaturi directe. Comis voiajorul pleaca dintr-un anumit oras, sa zicem cj, si trebuie sa treaca
prin fiecare oras, o singurad datd, intorcandu-se in final in orasul de plecare. Problema este ca
din cele (n-1)! succesiuni posibile sa se aleaga acel drum caruia 1i corespunde timpul total de
deplasare minim.

¢) Nu in ultimul rand in clasa problemelor de optimizare combinatoriala putem include si
problemele de programare liniard in numere intregi (PLI). Intr-adevir, pentru aceastd
problema si in special pentru cele practice se pot sti de la bun inceput nivelele maxime
admise pentru valorile intregi ce le pot lua variabilele si Tn consecintd numarul combinatiilor
posibile de valori acordate acestora este finit.
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Dupa cum am specificat deja, unul din punctele delicate ale oricarei scheme de enumerare il
constituie generarea combinatiilor de valori date variabilelor problemei. Acest proces trebuie sa
satisfacd doua conditii:

1. nici o combinatie nu trebuie generatd de mai multe ori;

2. nici o combinatie posibild nu trebuie omisa.

2.2 Formalizarea problemelor de generare a solutiilor unui program
combinatorial

Consideram date: un numar de variabile: x,...,x, si pentru fiecare variabila x; o lista (vector)
de valori numerice L; a carei lungime depinde de variabila in cauzd. Se cere generarea (nu neaparat
memorarea) tuturor combinatiilor posibile (pe parcurs vom folosi alternativ si termenul de solutie in
locul celui de combinatie)

X=(X1,...,xXnJcux; el i=1,..,n

respectand conditiile 1 si 2 de mai sus.

Introducem termenul de solutie partiald sau pseudosolutie ca fiind un vector 6=('X1,...,Xm )

incare ] <m<nsi x;e Lj,1=1,...m.
Relativ la pseudosolutia o adoptam urmatoarea terminologie: vom spune ca variabilele
X1,...,Xm au fost fixate la valorile x;,...,X, din listele corespunzdtoare in timp ce restul variabilelor,

adicd Xm+7,...,Xn se vor numi /ibere. Este clar ca daca m=n, adica toate variabilele au fost fixate la
diferite valori, pseudosolutia respectiva este chiar o solutie (combinatie). La pseudosolutiile definite
mai sus adaugam si pseudosolutia vida & in care toate variabilele sunt libere.

Pentru mai buna intelegere a procedeului de enumerare construim un graf T ale carui noduri

sunt pseudosolutiile mai sus definite. O muchie in graful T va lega pseudosolutia 6=( X1,...,Xn ) de

o alta de forma t=("X1,...,Xm+1 ). Se vede cd T mentine valorile variabilelor xi,...,x,, fixate in & si in

plus fixeaza variabila urmétoare x,+1. Vom spune ca 1 este un succesor al lui ¢ In timp ce G este un
predecesor al lui 1. Este clar ca:
1. O pseudosolutie 6=(X1,...,Xm ) va avea succesori numai dacd m<n si in acest caz numarul
succesorilor va fi egal cu numarul valorilor numerice din lista Ly, ;.
2. Pseudosolutiile fara succesori sunt exact solutiile cautate.
Orice pseudosolutie are un unic predecesor, exceptie facand pseudosolutia &.
4. Graful T este prin constructie un arbore adica un graf conex si fara cicluri, a carui radacina

este . In consecinta existd un unic lant de muchii care uneste radacina & de o pseudosolutie
data.

(98]

Pentru o problemd cu doud variabile x;, x, luand wvalori din listele L;={0,1},
L,={2,5,6}arborele T este prezentat in figura 2:
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Figura 2

In principiu, generarea combinatiilor se identificd cu o explorare a nodurilor grafului T care
trebuie sd respecte urmatoarele reguli:
a) V muchie va fi parcursa exact de doud ori: o datd Intr-un sens §i a doud oard in sensul

opus;
b) Exploararea incepe din radacina & si sfarseste tot in &.
In figura 2, exploararea arborelui este indicata prin sageti insotite de un numar de ordine.
Vom utiliza termenul de pseudosolutie curentd_(psc) pentru a marca nodul din T in care a
ajuns procesul de enumerare. Daci psc este 6=( X 1,... ,X m ) un succesor al sdu (daci exista,

adica in cazul m<n), se va nota 1=( X1,...,Xm,Xm+ )= (G, Xm+1 ). Un predecesor al psc (in caz ca

existd, adicd dacd avem m>0) se va nota cu n=( X1,...,Xm-1) adicd 6=(1, Xm).

2.3 Principiul general Branch and Bound (B-B) de rezolvare a problemelor
combinatoriale

Reluam problema de optimizare combinatoriala (P) constand n urméatoarele date:
- o multime finita Q ale cdrei elemente sunt solutiile problemei (P);

- osubmultime Ac Q zisa a solutiilor admisibile;

- o functie numerica f definita in toate solutiile problemei (P).

Problema cere aflarea unui X € A cu proprietatea f(x ) = max(f(x)), xe A.

Metoda B-B este o schemad de enumerare partiald a cérei aplicare reclama satisfacerea
prealabild a urmatoarelor conditii:

1. Pentru (V) submultime nevida S — Q se poate determina relativ usor elementul x cu
proprietatea

f(xs)=max(f(x)), xeS (1)

2. Existd o reguld de ramificare R care aplicatd unei submultimi ScQ cu cel putin doua
elemete produce o partitie a multimii S astfel:



S-{xs}=S1US,U...US, (SinSi=Y pentru i # j) (2)
De notat ca unele din multimile S; ar putea fi vide.

Definitia 1: Prin ramificarea unei multimi Sc(2 inteleg aplicarea regulii R asupra lui S si
obtinerea partitiei (2).

Definitia 2: Marginirea unei multimi ScCQ reprezinta determinarea elementului optimal x, cu
proprietatea (1).

In linii generale principiul B-B se aplica astfel:

- se determind xq adicd elementul cu propritatea: f(xq)=max(f(x)), xeQ;

- daci xoeA atunci in mod evident x =xq = STOP

- fin caz contrar ramificim Q cautind elementul optimal x* intr-una din submultimile rezultate
prin partitionare.

Vom introduce si aici parametrul zqys $i locatia Xcys descrise in cadrul schemei generale de
rezolvare a problemelor combinatoriale. Rolul lui zcys este acela de a opri procesul de exploatare a
M ~ ~ ~ * ~
unor ,,zone” din Q In care In mod cert nu se afla elementul x cautat.

In orice stadiu al aplicarii metodei multimii Q se prezintd sub forma unei reuniuni de parti
disjuncte:

Q=0 U{Xcms}UQ”’ (3)
cu proprietatea ci elementul optimal X nu se giseste in mod cert in Q.

La randul sau submultimea Q’ (cat timp este nevida) se prezintd sub forma unei reuniuni de
submultimi disjuncte:

’=S,US;...USq, (4)

obtinut printr-un proces de ramificare succesiva inceput prin ramificarea multimii totale Q.
La start Q’=Q, x.mp=3, Q*’=.

Derularea metodei B-B impune submultimilor din partitia (4) urmatoarele proprietati:

a) Fiecare din ele are cel putin doud elemente;

b) Fiecare din ele a fost marginitd; cu alte cuvinte se cunosc elementele Xsq, Xsp,..., Xso Care
maximizeaza obiectivul fpe Sy,Sg...,Se;

¢) Nici una din solutiile Xgq, Xsp, ..., Xse DU este solutie admisibild;

d) Existd inegalitatiile stricte: f(Xso)>Zews, f(Xsp)>Zems, - - - f(Xs0)>Zoms.

Cu aceste pregatiri o iteratie a metodei B-B consta in:

Operatia 1: Dintre S,,Sg...,S, care compun partitia (L;) se alege acea submultime

corespunzdtoare maximului z = max{f(Xss), f(Xsp),....f(Xsw)}. Pentru simplitate notdm aceastd
submultime cu S. Ramificam S obtinand partitia: S=S;US,...USp



Operatia 2: Marginim submultimea S; (in caz ca este nevida, altfel vom trece la S;). Trei

cazuri sunt posibile relativ la elementul optimal din S; obtinut in urma marginirii:
a) f(xs1) £ zews (indiferent de faptul ca xg; este sau nu in A). Consideram ca S; nu contine

b) f£X51)>Zcmb $1 Xs1 eA:

solutii admisibile strict mai bune decdt cea mai bund gasitd pana acum §i ca atare S; se
abandoneaza, adica se transferd in zona Q’’:

O’ (Q’-S)), Q°° « (Q’°US)).

Trecem la marginea lui S; samd.

In acest caz facem actualizirile; Xems=Xs1, Zemp=f(Xs1)

Doua situatii sunt posibile:
b1) z = Zews => X* = Xcws = STOP

by) Z > zcyg => abandondm S; si trecem la marginirea lui S, samd.

¢) f(Xs1)>Zcms §1 Xs12A4

Cu exceptia cazului extrem cand S; are un singur element si prin urmare se abandoneaza,
vom include S; printre multimile care realizeaza partitia (4) a multimii Q’. Trecem la
marginirea lui S; samd.

Operatia 3: Marginirea $i toate consideratiile precedente se aplica apoi multimii S, apoi lui

S; samd. La sfarsitul operatiei submultimea S dispare din partitia (4), ea fiind inlocuitd cu o
reuniune de parti disjuncte ale sale. Reuniunea acestor parti este, de reguld, mai micd decat
multimea S inlocuitd, diferenta fiind abandonati, adica transferati in zona Q. In consecintd cu
fiecare iteratie multimea (2’ se micsoreaza.

Se revine la Operatia 1 in caz ca Q2 este nevida, altfel STOP.

Observatii:

1.

(98]

Pe parcursul aplicarii procedurii descrise anterior, valorile succesive ale lui z formeaza un
sir descrescator in timp ce valorile lui zqys formeaza un sir crescator. In orice moment al
derularii algoritmului avem:

zZes<f(x)< z

Algoritmul se opreste fie atunci cand z = zqyg (cazul by), fie cand Q* = .

Daca zeyp = -0 (< Xems = ) => (P) nu are solutii admisibile. Altminteri X = XcMB-
Submultimile care realizeaza partitia curentd (4) a multimii QQ’ se numesc active si ele se
inscriu intr-o listd pe masura aparitiei lor. Din descrierea algoritmului rezultd cd dupad
ramificare o submultime inceteaza a mai fi activa fiind inlocuita cu alte parti ale sale mai
mici.

Ceea ce s-a prezentat mai Tnainte constituie esenta metodei B-B. Algoritmii de tip B-B
specializati 1n rezolvarea unei probleme combinatoriale concrete vor diferi atat prin forma de
prezentare specifica cat si prin prezenta unor teste suplimentare care permit recunoasterea
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inexistentei elementului optimal x intr-o submultime rezultatd din ramificare i drept urmare
abandonarea acesteia.

2.4 Algoritmul aditiv pentru rezolvarea problemelor de programare liniara
bivalenta

Programarea bivalentd este un mijloc adecvat de modelare pentru multe probleme practice
importante cum ar fi cele de afectare, de alegere a proiectelor de investitii, s.a.m.d.

Consideram problema de programare liniard bivalenta in forma:

/ o . * * * * . . o
Sa se determine X =( X 1, X 2,..., X ) care maximizeaza

functia obiectiv = z CiXj, (1)
Jj=1
(P) | curestrictiile Z a;x;<bj;i=1,..., m (2)

J=1

\si conditiile explicite x;€ {0,1}, j=1,..n 3)

Pentru (P) existd 2" combinatii de valori 0 sau 1 atribuite celor n variabile. Aceste combinatii
se vor numi solutii ale problemei (P) si multimea lor se va nota cu Q. Solutiile care satisfac
restrictiile (2) se vor numi admisibile si multimea lor se va nota cu A. pentru valori mici ale lui n
problema (P) se rezolva simplu prin enumerare explicitd a tuturor solutiilor. Fiecare solutie generata
este introdusa in restrictiile (2) pentru a putea vedea daca este admisibild sau nu. Pe parcursul
deruldrii procedurii se retine cea mai buna solutie admisibila generata astfel ca in final aceasta va fi
solutia optima X cautata.

Desi solutiile generate nu trebuie §i memorate, exceptie facdnd cea mai bund solutie
admisibild gasitd pe parcurs, enumerarea totald Inceteazd a mai fi practica atunci cand numarul » al
variabilelor este mare. Se pune in acest caz problema de a gasi X generand efectiv numai o parte din
multimea Q a solutiilor (aceasta parte dorindu-se a fi cat mai mica).

Urmatorul algoritm raspunde problemei formulate anterior si, deoarece aplicarea lui nu
necesitd decat adunari si scaderi, el se numeste algoritmul aditiv. Versiunea originald se datoreaza
lui Egon Balas (1965) (profesor universitar la Carnegie Mellon University, originar din Cluj,
Romania).

2.4.1 Notatii. Terminologie

Putem presupune in functia obiectiv (1) ci toti ¢; < 0. In cazul in care un coeficient ¢,>0
efectuam transformarea x’k =1-xx
- Introducem variabilele de abatere sy, s»,..., Sm aducand (P) la forma STAS. Spre deosebire de
X1,X2,...,Xy care nu pot lua decat valorile O si 1, variabilele s;, s;,..., Sy, sunt supuse numai
conditiei de nenegativitate.
- Rescriem matriceal problema:



Sa se determine X*Z( X*l, x*z,. . x*n) care maximizeaza
functia obiectiv f'= cx

cu restrictiile Ax + s =b

st conditiile explicite x;e {0,1},j=1,..n, s;=0,1=1,..m

- Notam cu N={1,2,...,n} indicii variabilelor, M={1,2,...,m} indicii restrictiilor modelului.
Pentru fiecare solutie xeQ fie I(x) = {jeN| xj=1}.
Pentru solutia in care x;= 0, je N vom prefera notatia 0. Este clar ca I = <.

- Construim un graf G ale carui noduri sunt cele 2" solutii ale problemei (P). In G exista un arc
orientat de la nodul x la nodul y numai daca Ixycly) si I(y) are exact un element in plus.

Pentru n=3 graful se prezinta ca in figura 3. Toate solutiile x pentru care mutimiile I au
acelasi numar de elemente au fost reprezentate la acelasi ,,nivel”.

In principiu solutiile problemei (P) vor fi examinate astfel:

- se va incepe cu solutia 0 in care x;=0, (V) jeN pentru motivul cd ea realizeazd maximul
functiei obiectiv pe intreg Q (pentru ca ¢;<0, jeN);

- odatd examinata o solutie x urmatoarea solutie care se genereaza se deduce din x acordand
valoarea 1 unei variabile x; care in x are valoarea 0.

= —A

X2=D

X3=|:|
X1=1 X1=D X1=D
X2=|:| Xg= X2=|:|
=0 =0 =1
X1= X1= X1=|:|
X2=1 X2=|:| X2=1
= = X3=1

=

=

X3=

Figura 3

Data fiind corespondeta biunivoca intre solutiile problemei (P) si nodurile grafului G,
trecerea de la x la y echivaleaza cu o deplasare de la nodul x la nodul y de-a lungul arcului care le
uneste.

Dezvoltand analogia putem spune ca derularea algoritmului ce va fi prezentat se identifica cu
o deplasare in graful G, deplasare care satisface urmatoarele cerinte:
1. 1incepe din nodul corespunzator solutiei 6;



2. o muchie a grafului G poate fi parcursa in sensul orientarii sale cel mult o data. Daca acest
lucru se Intampla la un moment dat, intr-o faza ulterioard a deruldrii algoritmului are loc in
mod necesar si deplasarea in sens invers;

3. deplasarea se incheie in nodul de plecare 6.

Notam cu T subgraful nodurilor si al muchiilor pe care s-a facut deplasarea. Conditiile in
care loc aceastd deplasare fac ca T sa fie un arbore (un graf convex si fara cicluri) cu rddacina 0.

Relativ la doud noduri x si y din T intre care existd un arc (aceasta iInseamna ca x §i y sunt
solutii efectiv generate, y obtinandu-se din x dand valoarea 1 unei variabile cu valoarea 0 in x), vom
spune ca y este un succesor al lui x in timp ce x este un predecesor al lui y. T fiind un arbore, orice
nod exceptand radacina are un singur predecesor si poate avea mai multi succesori sau nici unul.

Bineinteles cd arborele T nu exista de la inceput. La start el se reduce la radacina 0 si apoi,
pe masura ce algoritmul inainteaza, castiga noi noduri corespunzatoare deplasarilor care au loc in
graful G. O datd ajunsi intr-un nod x, numai 2 miscari sunt permise:

- 0 miscare ,,inainte”, catre un succesor y al lui x. Daca aceasta inaintare este recomandata de

algoritm §i se executa, atunci y si arcul (x, y) devin elemente ale arborelui T.

- o migcare “Inapoi” catre unicul predecesor z al lui x in arborele T. Daca aceastd manevra este

executatd, nodul x devine nod terminal al arborelui T (adica farad succesori). Vom spune ca x

devine un nod mort. Nodurile lui T care nu sunt declarate ‘moarte’ sunt noduri vii.

Figura 4 Formarea arborelui T in graful solutiilor unei probleme cu 3 variabile.
Legenda: elementele arborelui T
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====x= graful suport G
intoarcerile si noile intentii de inaintare

Prin urmare, un nod poate fi vizitat de mai multe ori dar o datd declarat mort prin el nu se
mai trece. Arborele T nu cuprinde in mod necesar toate nodurile lui G decat in cazul unei enumerari
complete.

2.4.2 Prezentarea algoritmului

Initializdm o variabild zcys $1 0 locatie Xcys (sub forma unui vector cu n componente) care
retin, in orice moment al deruldrii algoritmului, maximul valorii functiei obiectiv pe multimea
solutiilor admisibile efective generate pana in acel moment, respectiv solutia admisibila care
realizeaza acest maxim.

S& presupunem ca in procesul de examinare a nodurilor grafului G am ajuns pentru prima
datd in nodul corespunzator unei solutii x. Fie ((x) multimea formata din x si toti descendentii lui x
in G. Altfel spus: Q(x) = {yeQ| yi=xi=1, (V) iel(x)}.

Deoarece cj<0, (V) jeN este clar ca f(x) = max(f(y)), yeQ(x).

Sunt posibile doua cazuri:
L f0) =) <z
iel(x)
In aceasta situatie este inutil sa mai inspectim solutiile din Q(x), deoarece nici una (si in
particular cele admisibile) nu ofera functiei /' o valoare maxima mai buna decat cea oferita de
ce mai buni solutie admisibila gisitd pana acum. In termenii grafului G este inutil si ne
deplasam din x citre oricare din descendentii sai. In consecinta nodul x se declarda MORT (se
abandoneazd) si ne intoarcem in unicul predecesor al lui x in arborele T.

2. f(X)>Zcws
Avem de examinat doua situatii:
2.1 xe A. Acest lucru poate fi probat calculand S(x)=b-Ax; daca S(x)>0 = xe€A; actualizam:
Xeme= X, Zews = f(X).
Nodul x se declara MORT; ne intoarcem in unicul predecesor al lui x n arborele T.

2.2 x ¢ A(echivalent cu S(x)<0).

Pentru moment nu avem nici un motiv si credem ci elementul optimal x* nu s-ar afla
printre descendentii lui x in G, adica in Q(x). Deoarece x¢ A, X, dacd ar fi in Q(x), ar diferi
de x prin cel putin o valoare 1 corespunzatoare unei variabile care in x are valoarea 0
(corespunzdtoare unei variabile x; cu jeN-I(x)). Vom incerca sa ddm peste X in mod
progresiv, examinand mai Intai succesorii directi ai lui x, apoi succesorii directi ai acestora
s.a.m.d.

Se impune deci schimbarea in 1 a valorii unei variabile x¢ care are In x valoarea 0. in
termenii grafului G, schimbarea din 0 in 1 a valorii variabilei xi corespunde unei deplasari din x
catre un succesor al sdu, “pe directia k”.

Dar cum alegem “directia de deplasare k”? Vom stabili mai intdi multimea R(x)cN a
directiilor recomandabile de deplasare din solutia x. Pentru aceasta identificam directiile
nerecomandabile de deplasare din x, care sunt de mai multe tipuri:
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1. directiile i corespunzatoare variabilelor x; cu valorea 1 in x. Acestea formeazd multimea L.

2. directiile jeN anterior examinate. Acestea formeaza multimea J . Deoarece suntem pentru
prima datd 1n nodul x, Jx)= <.

3. directiile j neexaminate (< jeN-I J))care conduc la valori ale obiectivului f ce nu
depasesc zews: f(X) + ¢ < Zcys. Multimea lor se va nota Ky).

4. directiile j diferite de cele descrise anterior care conduc la solutii y neadmisibile ca si x dar
mai proaste decat x in sensul ca pentru toti i€ M pentru care si(x)<0 avem s;(y)<si(X).

Pentru a caracteriza o asemenea directie j sd observam ca solutia y corespunzdtoare se
obtine din solutia x acordand valorea 1 variabilei x;. Prin urmare, s(y)=s(x)-A; unde s-a notat
cu Aj coloana j a matricii A. Rezulta de aici cd si(y)<si(x) < a;;=0. Deci directiile j din
categoria 4 se caracterizeza prin a;;>0 pentru toti acei ieM pentru care s;(x)<0. Multimea lor
se va nota cu L.

In final obtinem:
Rx=N-IJ (VK x UL

e Dacd Rx= nodul x se declara MORT si ne intoarcem in predecesorul lui x in arborele T.

e Dacd R#J vom aplica un nou test care (dacd nu este verificat) arata ca €)(x) nu contine nici o
solutie admisibild a lui (P). Aceasta nu Inseamnd ca dacad testul este trecut atunci
Q(x)NA=J (testul este numai necesar, nu si suficient)!

Pentru formularea testului sunt necesare cateva pregatiri:
Evaludm ecartul S(y)=b-Ay pentru y variind in Q(x):

si(y) =bi- D agyj=bi- Y agyj- Y. agyj=six)- D, ayy.
JEN i¢R(x) JER(x) JER(x)

1 daca aij<0
si(y) va fi maxim daca fiecdrei variabile yj, je Rx) ii atribuim valoarea y;=+ 0 daca a;>0

Rezulta ca:

max si(y) = si(x)- Y (@)

JER(x)
a,dacia<0
Reamintim ca pentru un numar real a s-a notat cu (a) =7 0, daca a > 0, (@) fiind partea
negativa a numarului a.

Este clar cd dacd i € M este un indice pentru care si(x)<0 si Z(a;)” > si(x) atunci s;(y)<O0,
(V)yeQ(x) altfel spus Q2 nu contine solutii admisibile.

Cu aceste pregatiri, suntem 1n masura sa formulam testul anuntat:
TEST: Pentru indicii ieM pentru care sj(x)<0 consideram inegalitatea

z (aij)' < Si(X).

JEeR(x)
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Daca cel putin una din aceste inegalitati nu este adecvata atunci nodul x se declara MORT si
se revine la predecesorul sau in arborele T.

In cazul in care testul T este verificat si Ry are cel putin doud elemente directia de deplasare
k (adica variabila xi a carei valoare se schimba din 0 in 1) se determina astfel:

Fie jeR(y. Atribuind lui x; valoarea 1 obtinem din x o noud solutie y pentru care:

si(y) = si(x) - a;5, (V)1ieM

Daca si(y) 2 0, (V) ieM atunci y va fi o solutie admisibila. Altfel, numarul negativ
si(x)-aij
reprezintd o masurd a nesatisfacerii restrictiei i de catre noua solutie y. Introducem o masura a
nesatisfacerii tuturor restrictiilor de catre y prin formula:

i) =D (si(x) - ag)
ieM
Este clar ca intotdeauna v;j(x)<0 si ca vj(x)=0 daca si numai daca yeA.
Este normal atunci sa alegem ca directie de deplasare indicele ke Ry pentru care avem:

vi(x) = max [vj(x)], jeR

In cazul in care cd maximul din aceastd formula nu este unic are prioritate indicele & pentru
care coeficientul ¢, este cel mai mare.

O data aleasa directia de deplasare k transferam indicele & din R in Jx): k este o directie
examinata si la reintoarcerea in nodul x intr-o faza ulterioard nu trebuie sd ne mai deplasam pe
aceasta directie.

In continuare trecem la examinarea solutiei y dedusa din x prin atribuirea x, = 1. Arborele T
se completeazd cu nodul y si cu arcul (x, y). Astfel pentru y, nodul x apare in arborele T ca
predecesor. Examinarea nodului y se face dupa aceleasi instructiuni folosite la examinarea nodului x.

Din descrierea algoritmului a rezultat ca un nod poate fi ,,vizitat” de mai multe ori. La fiecare
revenire in nodul x este necesar sd actualizdm lista K deoarece este posibil ca intre timp zcyg s fi
crescut. Intr-adevir pentru un indice j, anterior ,,recomandabil”, pentru care inegalitatea f(x) + x; >
(Zcws)vechi €ra adecvata, este posibil ca f(X) + X; < (Zewp)nou deoarece (Zews)nouw™(Zems )vechi- Prin urmare
indicele j nu mai este recomandabil in momentul in care se pune problema deplasarii din x catre un
nou succesor diferit de toti cei deja examinati.

Recapituland la fiecare revenire in nodul x multimile de directii nerecomandabile J(x) si K(x)
au tendinta de ,,crestere”. Avand in vedere ca I(x) si L(x) nu se modifica, la fiecare revenire in x,
R(x) descreste cu cel putin un element. In mod clar rezultd ci dupd un numdr finit de asemenea
reveniri R(x) devine vida si nodul x (Impreuna cu toti descendentii sai examinati $i neexaminati) este
abandonat.

Procesul se incheie in momentul in care s-a revenit in radacina 0 a arborelui T din care s-a
plecat si multimea R(6) actualizati a devenit vida. In acel moment toate solutiile din Q au fost
testate fie explicit (adica efectiv generate) fie implicit.

Dacai, in final, zcys = - o0 atunci (P) nu are solutii admisibile A= . In caz contrar, X*:XCMB.

Schema logicd a algoritmului expus foloseste pe langa variabilele Xcws, Zews $1 Variabilele:

- x cu semnificatia de nod curent (in care a ajuns procesul de enumerare);
- ysuccesorul lui x rezultat dupa alegerea directiei de deplasare din x;
- zpredecesorul lui x din arborele T.
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Initializatre
T ih™=-00, Koy =

Initializare
=@, $(x)=b
1(x)=J(x)=2

Fetine v =i datele
referitoare la v
=Y

Actualizeara
b =X
Zanp=H %)

Y

Ahandoneara x 51

A

_ toate datele
Dreterming LO) referitoare 1a =
~ =
Dretermina Kix
Y
REx)=I I AT (s oK L)

Este trecut
testul?

Problema g are
solutil admisibile
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Exemplu numeric

Sa se rezolve problema de programare bivalenta:
-
-X11t3X2-5X3-X41t4x5 < -2

2X1-6X21+3x3+2X4-2X5< 0
< Xp-2X3+X4+txs  <-1
(max)f = -5x;-7x-10x3-3x4-X5
xje{0,1};5=1,....5

\

Rezolvare:
Punem 1n evidentd matricea A a coeficientilor sistemului de restrictii. In partea dreapta vor fi
inscrise succesiv ecarturile diferitelor solutii testate.

Al A As Ay As | Sk S(x%) S(x*)
1 3 5 -1 4 2 3 8
2 6 3 2 2 0 -3 0
0 1 2 1 1 -1 1 1

Initializare: Xcypg= I, Zeyp= - ®©
Solutia curenti: x' = 0 = (0,0,0,0,0)

Iteratia 1:
f(x")=0 > zeus
S(x') nu are componentele > 0 = x'gA
1(x")=@, I(x"=0, L(x")={2,5}, K(x" )=, R(x")={1,3,4}
Aplicam testul de admisibilitate (T):
Six)=-2<0 > (ay)=-1-5-1=-7<2;
JeR(")
Six)=-1<0 > (ay) = 0-2+0=-2.
JeR(:")
Testul (T) este trecut.
Deoarece avem 3 directii recomandabile, calculam Vj(Xl), jeR(x"):
o Vix)= D (SixD-ay) = (2-(D) +(0-2) + (-1-0) =-1-2-1=-4
ieM
o V3(x)= (2(-5)) + (0-3) + (-1-(-2)) = 0-3+0 =3
o vyx)=(2-(-1)) +(0-2) + (-1-1) =-1-2-2=-5
Maximul valorilor calculate este vs(x')
Atribuim x3 =1 si obtinem solutia x> = (0,0,1,0,0)
Transferdm indicele 3 in J(x"): J(x")={3}.

Iteratia 2:
f(x?) = f(x"y+cs=-10>Zemp
S(x})=S(x')-A; nu are componentele > 0 = ¢ A
1(x)={3}, Jx)=T, L(x)={1,4}, K(x")=, R(x")={2,5}
Testul (T) este trecut (-8<-3)

15



Calculam V2(X2) =0; V5(X2) = -2; maximul este Vz(Xz) = modificdm x,=1 §i obtinem solutia
x’ = (0,1,1,0,0)
Transferam indicele 2 in J(x): J(x*)={2}

Iteratia 3:
f(x*)= f(x*)+c,=-10-7 = -17
S(x))=S(x?)-Ax>0 =>x’€A.
Actualizam Xcyg = X3, Zcvg=-17
Ne intoarcem in predecesorul lui x°, solutia x*.

Iteratia 4:
Suntem in nodul x* pentru a doua oari. Actualizam K(x*) = & = R(x?) = {5}
Testul (T) nu este trecut (-2 nu este < decat -3).
Ne intoarcem in predecesorul x'

Iteratia 5:
Actualizim K(x') = @ = R(x") = {1,4}
Testul (T) nu este trecut.
STOP deoarece suntem 1n radacina arborelui T.
Solutia optima a problemei este X =(0,1,1,0,0), f(x") =-17

Arborele T generat de-a lungul rezolvarii:

(e
-

=1 =1
Legenda:
~ Intentiile de deplasare
O parte din muchiile grafului G (care are 2°=32 de noduri) si anume cele care
corespund directiilor recomandabile.

In exemplul considerat, din cele 32 de solutii ale problemei au fost efectiv generate numai
trei.

Observatii:

Anterior a fost prezentatd versiunea originald a algoritmul aditiv, care intre timp a primit o

serie de perfectionari sub forma unor teste suplimentare. Prin aceste teste se reduce numarul
solutiilor efectiv generate crescand in schimb efortul de calcul.

16



	CAPITOLUL II
	PROGRAMARE COMBINATORIALÃ

