CAPITOLUL 1

PROGRAMARE iN NUMERE INTREGI

§ 1. Specificul programarii in numere intregi

Este binecunoscut faptul ca modelarea prin programare liniara reprezintd un mijloc
puternic si eficace pentru studiul proceselor economice in vederea Tmbundtatirii performantelor
acestora.

O proprietate foarte importanta a variabilelor de decizie, dintr-un program liniar era aceea
cd, o datd cu doua valori permise, puteau lua orice altd valoare intermediara; aceasta proprietate
»de a putea varia continuu” era esentiala in fundamentarea metodelor de determinare a solutiilor
optime.

Nu putine sunt situatiile practice, modelate cu ajutorul programarii liniare in care unele
variabile de decizie nu au sens economic decat daca au numai valori intregi.

De exemplu, daca outputul unei activitdti este masurat In unitati indivizibile este clar ca
valorile permise ale variabilei care indica nivelul activitatii respective trebuie sa fie numere intregi.
La fel, repartizarea personalului muncitor, al utilajelor sau al mijloacelor de transport pe diverse
activitati trebuie exprimata tot prin cantitati intregi.

Exemplul 1.1 [4] Un fermier are nevoie de 107 funti de ingragamant pe care il poate procura
fie 1n saci de 35 funti la pretul de 14 $ sacul, fie in saci de 24 funti a 12 § fiecare. Obiectivul sau
este de a cumpara cantitatea necesara de ingrasamant la cel mai mic cost.

Notand cu x;, x, numarul sacilor de 35 funti, respectiv 24 funti cumparati de fermier,
modelul situatiei descrise arata astfel:

min f=14 x; + X, « costul sacilor cumparati
35 x; +24 x, 2 107 « asigurarea achizitiondrii cantitatii de ingragamant dorite
X1, X2 2 0, intregi

In modelul rezultat, conditia ,,x;, X, Intregi” Tnseamna pur si simplu ca fermierul nu poate
cumpdra o jumadtate sau o treime de sac; ori cumpdra un sac intreg ori nu. Fara aceasta conditie
avem de a face cu o problema uzuald de programare liniara.

Poate mai importante sunt situatiile in care trebuie luate decizii de tip ,,da sau nu” ca de
exemplu:

* se poate aproba realizarea unui anumit proiect de dezvoltare ?
* se poate initia o activitate implicand un anumit cost fix de pregatire ?
* se poate amplasa o facilitate (unitate productiva, depozit, magazin) intr-un anumit loc ?

g, vyt

reprezentate prin variabile cu numai doud valori permise, 0 sau 1:



1, daca decizia este afirmativa;
0, daca decizia este negativa.

Exemplul 1.2 [7 ] in cadrul unui proiect mai general de extindere si dezvoltare, conducerea
unei firme studiaza oportunitatea construirii unei noi fabrici fie in orasul A, fie in orasul B, poate
chiar in amandoua si a cel mult un depozit intr-unul din cele doua orase, alegerea amplasamentului
fiind insd conditionatd de construirea unei fabrici in localitatea respectiva. In tabelul 1.1. sunt
indicate: valoarea prezentd netd a diferitelor alternative, capitalul necesar acestor investitii si
capitalul disponibil pentru intregul proiect de dezvoltare.

milioane $

Nr. Alternativa decizionala Variabila Valoarea Capitalul
crt. de decizie prezenta neta necesar

1 | Construirea unei fabrici in A X] 9 6

2 | Construirea unei fabrici in B X2 5 3

3 | Construirea unui depozit n A X3 6 5

4 | Construirea unui depozit in B X4 4 2

Capital disponibil 10
Tabelul 1.1.

1 daca alternativa decizionala j se aproba
unde Xx;= 1=1,2,3,4.
0 daca alternativa decizionala j se respinge

Conditiile specificate 1n proiectul de dezvoltare se formalizeaza astfel:

* cel mult un depozit poate fi construit: x3 + x4 < 1
(deoarece x3, x4 nu pot lua decat valorile 0 sau 1, se elimind posibilitatea construirii a doud depozite
in ambele orase deoarece x3 = 1, x4 = 1 nu satisfac inegalitatea !)
* depozitul nu poate fi construit in lipsa unitatii productive: X3 < X, X4 £ Xp
(este clar ca x; = 0 implica cu necesitate x3 = 0, etc.)
* incadrarea in capitalul disponibil: 6 x; +3 x, + 5x3+2 x4 < 10
* maximizarea valorii prezente nete totale a obiectivelor care se vor realiza:
9x;+5x%x,+6x3+4 x4 —> max
Rezulta urmatorul model matematic:

-

max f=9x; +5x+6x3+4x4
60X +3Xx+5x3+2x4=<10
X3+X4Sl
- X3 + X3 <0
< - X2 +x4=<0

intregi<>x; € {0,1}j=1,2,3,4

N

Observatie: Daca s-ar fi pus conditia construirii unui singur depozit intr-unul din cele doud
orage, atunci inegalitatea X3 + x4 < 1 trebuie schimbata n x3 + x4 = 1.

Pentru cele ce urmeaza este necesar sa precizam cativa termeni.
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* variabila continua = variabild care, o datd cu doud valori permise poate lua orice alta
valoare intermediara;

* variabila Intreaga = variabila care nu poate lua decat valori numere intregi;

+ variabild bivalenta (booleana)=variabila intreaga care nu poate lua decat valorile 0 sau 1;

* problema de programare in numere intregi (pe scurt program intreg) = problema de
programare liniara care utilizeaza una sau mai multe variabile intregi. Problema se zice totala daca
toate variabilele sale sunt intregi si mixta daca utilizeaza simultan si variabile continue si variabile
intregi;

* problemad de programare bivalenta (sau program bivalent) — totald sau mixtad =
problema care utilizeaza variabile bivalente.

e Exemplul 1.2. aratd ca utilizarea variabilelor intregi aduce un plus de flexibilitate in
modelarea unor situatii practice. Aceastd flexibilitate ,,costd” Tnsd destul de mult, deoarece
programele Intregi sunt mult mai greu de rezolvat decat programele liniare uzuale (adicd in variabile
continue). Fara a intra deocamdatd in amanunte este suficient sa amintim ca dacd in prezent a
devenit o obisnuinta rezolvarea unor programe liniare cu mii de variabile continue (fireste utilizand
programe comerciale de calculator), un program cu mai putin de 100 variabile intregi poate cauza

mari dificultati !

Pentru evitarea complicatiilor se poate aplica urmatoarea schemd de rezolvare
aproximativa a programelor intregi.

Se ignora conditia ca variabilele sd ia numai valori intregi si se rezolva programul ,,relaxat”
care este un program liniar uzual. Doua situatii sunt posibile:

* solutia optima a problemei relaxate are toate componentele intregi; aceasta va fi, evident si
solutia optima a programului Intreg original;

« unele componente ale solutiei optime a programului relaxat sunt fractionare. In aceasti
situatie componentele fractionare vor fi rotunjite — inferior sau superior — la valori intregi, in ideea

X9

ca solutia optima ,,intreagd” este situata ,,in apropierea solutiei optime fractionare”.

Operatia de rotunjire trebuie astfel facuta incét rezultatul sa fie o solutie a problemei, adica sa
verifice restrictiile. este firesc sa acceptam solutia continud prin rotunjire, cel putin ca solutie
suboptimala; in multe contexte practice acest lucru este justificat prin faptul ca valorile permise
variabilelor sunt suficient de mari astfel Incat efectul rotunjirii sa fie neglijabil.

Nu putine sunt situatiile Tn care strategia de rezolvare fie si aproximativa prin rotunjirea
solutiei optime fractionare nu este recomandabild. Uneori se intdmpld ca numarul alternativelor de
rotunjire sa fie foarte mare implicind un volum apreciabil de calcule suplimentare pentru
verificarea i sortarea acestora. Pe de alta parte, pentru unele programe Intregi in care variabilele iau
valori destul de mici, ca de exemplu 0 sau 1, este posibil ca ,,distanta” dintre optimul ,,intreg” si cel
»fractionar” sa fie atat de mare incat simpla rotunjire sa nu duca la o solutie acceptabila.

Exemplul 1.3 Pentru programul intreg din exemplul 1.1. solutia optima a programului
relaxat:

min f=14x; +12 x,
35 X1+24X22 107
X120, x,20

are componentele:



X] = i, x5 =0; f(x*)=42g
5

Sunt evidente urmatoarele rotunjiri care conduc la solutii admisibile:

X

=4, x5=0 ;f(x')=56; 4x35=140 funti
x| =3, Xx]

1
’ =1 ;f(x")=54;  3x35+1-24=129 funti

A doua solutie - mai buna — este totusi ,,departe” de solutia optima intreaga:

x) =1, x)=3 ;f(x0)=50; 1-35+3-24=107 funti

§ 2. Domenii de aplicare ale programairii in numere intregi. Exemple

Situatiile practice a caror modelare necesita utilizarea variabilelor intregi sunt extrem de
numeroase si exemplele urmatoare nu acopera nici pe departe aceastd varietate. Dupa cum vom
vedea n urmatorul capitol, situatiile combinatoriale pot fi modelate — cel putin in principiu ca
probleme de programari in numere intregi.

2.1. Problema monezilor Cum poate fi platitd o suma de bani astfel incat:

*  numarul tipurilor valorice de monezi utilizate la plata sa nu depaseasca o limita data;
*  numarul total al monezilor necesare platii sa fie minim.

Pentru formalizare avem nevoie de urmatoarele notatii:
S = suma de plata,
n = numarul total al tipurilor valorice de monezi disponibile pentru plata;
p = numarul maxim de tipuri valorice de monezi ce pot fi utilizate la plata sumei S;

aj = valoarea monezii de tip j;
m; = numarul monezilor de tip j disponibile in casa.

Introducem variabilele:
xj = numdrul monezilor de tip j utilizate la plata sumei S;

Rezulta urmatorul program Intreg

n
Zanj =S
<
0< Xj < myy; jzl, ...

n
2Yj<p
=

\_Xi 2 0 intregi; y; € {0, 1} j=1 .n



2.2. Alegerea proiectelor de investitii O firma este interesatd in mai multe proiecte de
investitii pe care ar putea sa le realizeze in cativa ani dar, din cauza bugetului limitat, va trebui sa se
limiteze la o parte din ele. Proiectul j aduce firmei — in caz de finalizare — un profit estimat la c;
dolari j = 1, ... n 51 necesitd investitii anuale in valoare de a;; dolari 1 = 1, ... m. Capitalul disponibil
pentru anul i este b;. Se pune problema alegerii acelor proiecte care sa aduca firmei un profit total
maxim cu conditia nedepasirii capitalului disponibil anual.

Pentru formalizare introducem variabile bivalente

_ J 1 dacé proiectul j este acceptat
! 0 daca proiectul j este respins

Obtinem programul bivalent:

-
(max )f = Zc X j
j=1
< Zalj J_ i=l,...m
L xj € {0, 1} j=1,..n

Observatie Utilizarea variabilelor bivalente ne permite sd modeldm o serie de situatii
speciale. De exemplu:

e cel mult unul din primele trei proiecte poate fi acceptat: x; + x, + x3 < 1;

e numai unul din primele trei proiecte poate fi acceptat: x; + xo + x3 = 1;

e nu poate fi acceptat proiectul 2 daca proiectele 1 si 4 sunt respinse: X, < x; + X4
etc.

2.3. Elaborarea programelor de productie cu costuri de pregatire

Sé consideram programul liniar

o
Zalj J_ 1=1,..m
J=1

< x;20 j=1 ..n

n
(min )f = 2.CiX;
- =1

in care X, Xa, ... X reprezinta nivelul unor activitati productive iar c, ¢y, ...C, sunt costurile unitare
aferente. Ipoteza uzuald de liniaritate presupune proportionalitatea directd intre costul unei
activitati si nivelul la care este operata activitatea respectiva. Existd Insd situatii in care demararea
unei activitéti necesita un cost de pregétire, independent de nivelul la care activitatea va fi operata.

.....

¢ (x) = 0 dacax;=0
1A qj + cxj daca x; > 0
Pentru a incorpora in modelul matematic anterior aceste elemente introducem urmatoarele bivalente

_ J ldacdactivitatea j va fi operativa la un nivel x; > 0
! 0 in caz contrar 5



Rezulta programul mixt:

n
Zainj :bi i=1,...m
j=1
< Xj < myy; j=1,..n unde m; reprezintd o
xj20,y; € {0,1} j=1,..n limita superioard  a
nivelului x; al activitatii j

. n n
\(mln)f: Zlqjyj + Zlcjxj
= =

2.4 Stabilirea programului de zbor al avioanelor unei companii de transporturi aeriene

O companie de transporturi aeriene are in dotare mai multe avioane de diferite tipuri pe care
isi impune sa le utilizeze cat mai bine pe rutele de transport utilizate de aceasta companie.

Datele problemei:

m = numadrul tipurilor de avioane;

n = numadrul rutelor servite de companie;

ci = capacitatea maxima de transport a unui avion de tipul i (nr. locurilor disponibile);

di = numarul avioanelor de tipul i disponibile;

b; = numarul clientilor potentiali pe ruta j;

p; = profitul companiei pe cdldtor transportat pe ruta j;

a;j = numarul de zboruri pe care un avion de tipul i il poate face pe ruta j intr-o perioada (zi,
decada, lund);

qij = costul operarii unui zbor al unui avion de tipul i pe ruta |

Obiectiv:
repartizarea avioanelor pe rute si stabilirea numarului de zboruri ce trebuie efectuate la
nivelul unei perioade astfel incat cererile de transport sa fie rational facute la cel mai mic cost.

Variabile modelului:

xij = numarul avioanelor de tipul i rezultate pe ruta j;
yij = numarul de zboruri planificat a se realiza cu avioane de tipul 1 pe ruta j intr-o perioada.

Functia obiectiv. Avem doua cazuri:

1) Se au in vedere numai costurile de operare ale diferitelor zboruri:

. m n
(min)f} = ¥ ¥ qjjyj (2.1.)
j=lj=i
2) La costurile de operare se adauga si costurile de ,,penalizare” pentru locurile ,,libere”. Pe

m

ruta j numdrul locurilor libere este dat de diferenta 3 c;y;; —b;; astfel ca expresia cheltuielilor de
i=1

penalizare — identificat cu profitul pierdut — este:



n
ZpJ(ZClyU J Zchpru lejbj
J:

j=1 =1 i=1j=1

Cheltuielile totale vor avea expresia:

n
Z Zlquu + Z zclpij ZPJ i= 212(% +C1p])Yij - lejbj
i=lj= i=1j=1 i=1j=1 =

astfel ca functia obiectiv devine:

(mm) fy = 21 Zl(qu TCiPj )le (2.2.)
i=lj=

expresia Z p Jb j fiind o constanta ce nu afecteaza optimizarea.
j=1
Restrictii:

* incadrarea aparatelor repartizate in numarul disponibil de avioane

lej <d; i=1,..m (2.3
j=1
+ conditia de realizare a zborurilor planificate in functie de numarul avioanelor repartizate

yijSagx; 1=l ..mj=1,..m (2.4

* satisfacerea cererilor de transport:
m .
ZCiyiijJ‘ _]:1,...1’11 (25)
i=1

Conditii impuse explicit variabilelor:
Xij20,y;20 intregii=1,..m;j=1,..n (2.6.)

Atasand conditiilor 2.3. — 2.6. functiile obiectiv (2.1.) si (2.2.) se obtin doud programe
intregi totale.

§ 3. Particularititile multimii solutiilor admisibile ale unui program intreg

Sé& considerdm urmatorul program intreg total (P) impreund cu programul relaxat (PL) —
obtinut din (P) prin eliminarea cerintei ca variabilele sd ia numai valori intregi:

Programul intreg (P) Programul relaxat (PL)
max f=3x;-x f(max)f=3x1—xz
3x;-2x%x,53 3% -2%, <3
2x1t x5 2Xx1+2x <5
X1, X2 2 0 X1, X222 0
X1, Xp Intregi ’




Ne propunem:

* sd rezolvam grafic cele doud programe;

* sd punem in evidentd principalele proprietati ale multimilor de solutii admisibile ale celor
doud programe. Analiza comparativa a acestor proprietdti ne va permite degajarea — cel putin la
nivel de principiu — a unor metode de rezolvare (exactd) a programelor intregi.

Terminologie, notatii:

* solutie admisibila = ansamblu de valori numerice (nu neapdrat intregi) care verifica
restrictiile si conditiile de nenegativitate;

* solutie admisibila intreaga = solutie admisibila cu toate componentele Intregi;

* App = multimea slutiilor admisibile ale programului relaxat (PL);

* Ap = multimea solutiilor admisibile intregi ale programului (P);

* solutia optima fractionara =solutia optima a programului relaxat (PL), notatd constant cu x*;

* optim fractionar = valoarea f (x*) a functiei obiectiv in solutia optima fractionara x*;

* solutia optima Intreaga = solutia optima a programului intreg (P), notatd constant cu x’;

« optim intreg = valoarea f (x°) a functiei obiectiv in solutia optima intreaga x".

Vizualizam multimile 4p $i App
Reamintim ca pentru reprezentarea grafica a multimii Apy. se fac urmatoarele operatii:

e se reprezinta grafic dreptele: di=3x1-2x2=3
db=5x1+4x=10
dh=2x1+x=5
si se identifica semiplanele in care au loc cele trei restrictii si cele doud conditii de nenegativitate.

App va fi intersectia celor cinci semiplane puse in evidentd mai sus adicd poligonul simplu
hasurat DFGH

X2

’}'*,

P
255

S
S5

: 2 o
) ot dreapta de nivel f =3x] —X, = —E a functiei obiectiv

o

solutia optimd INTREAGA x°=(1,2)
{optimul INTREG f(x*)=1

o o ox(13°9
solutia optimd FRACTIONARA X 7,7

. «| 30
optimul FRACTIONAR flx* |= 7

* > X




Fig. 3.1.

Pentru a gasi solutia optima fractionara se reprezinta grafic o dreapta de nivel a functiei
obiectiv si se stabileste directia de translatare a acesteia corespunzatoare maximizarii. Rezulta

139 : . . . 30
x* = (7 , 7) = varful F din desen optimul fractionar avand valoarea f (x* ): —.

Prin simpld inspectie se constatd ca multimea solutiilor admisibile intregi ale programului
(P) se compune din cinci puncte:

Ap = {A(1,2), B(0,3), C(0,4), D(0,5), E(1,3)}

Functia obiectiv f are valoarea maxima in A(1,2); prin urmare solutia optima intreaga este
x"=(1,2) iar optimul intreg are valoarea f(x%) = 1.
Comparand multimile Ap i Ap, se pot formula urmatoarele concluzii si in cazul general:

1) AppL este o multime in care fiecare punct este ,,inconjurat” de alte puncte din multimi
oricat de apropiate. Ca urmare, teoria clasicd a optimizarii, bazata dupa cum se stie pe posibilitatea
efectudrii unor deplasari infinitesimale in jurul unui punct, este direct aplicabila.

Prin contrast, Ap este o multime rara, adica orice punct din ea poseda o vecindtate_suficient
de mica in care nu se mai afla alte puncte din multime. Aplicarea teoriei amintite este in acest caz
lipsita de sens.

2) App este o multime convexa si mai mult poliedrala avand un numar finit de varfuri.
Aceste proprietdti, plus liniaritatea functiei obiectiv, ne asigurd ca solutia optimd fractionard se
gaseste Intr-unul din varfuri (conform teoremei centrale a programarii liniare). Cercetarea
sistematicd a multimii varfurilor Iui App cu ajutorul algoritmului simplex conduce la optimul
fractionar intr-un numar finit de pasi.

Cu rare exceptii, solutia optima intreagd — care este la urma urmei o solutie admisibila
problemei relaxate — se gaseste n interiorul multimii App $i ca urmare nu este nici macar generata
de catre algoritmul simplex.

3) Sa consideram anvelopa convexa a multimii 4p, adica cea mai mica multime convexa
care contine Ap. In fig. 3.1. aceastd anvelopa este reprezentatid de poligonul dublu hasurat ABDE.
Prin constructie varfurile anvelopei sunt solutii admisibile intregi ale programului (P).

Daca vom maximiza functia obiectiv f pe anvelopa convexa a solutiilor admisibile intregi
vom regisi solutia optima intreaga x°.

In concluzie, putem rezolva o problema de programare in numere intregi ca o problema de
programare liniara uzuald cu conditia sd stim sd descriem in limbaj de inecuatii liniare anvelopa
convexa a solutiilor admisibile intregi.

In cazul studiat, aceasti descriere este usor de ficut: anvelopa ABDE se compune din
solutiile sistemului de inecuatii

2X1+X255

X1 +x223

Xlsl
X120,X220



In cazul general descrierea este practic imposibil de ficut. Totusi am putea recupera ceva
din aceasta idee: adaugand la problema relaxatd PL un numdr de restrictii suplimentare judicios
alese, numite tdieturi, se pot indeparta din Apy 0 serie de portiuni astfel incat solutia optima Intreaga
sa devind varf In multimea ramasa — vezi fig. 3.2.

Taietura 1

Taietura 2

N max f \\' max \\\'\ \\'maxf
Fig. 3.2

In acest fel solutia optimi intreagd va putea fi detectata de citre algoritmul simplex.

4) In cazul studiat Ap era o multime finitd. Acest lucru se intdmpla si in situatii mai generale;
de exemplu o problema de programare cu n variabile bivalente nu poate avea mai mult de 2" solutii
admisibile intregi. Fard a influenta generalitatea concluziilor, se poate presupune ca orice program
intreg are un numar finit de solutii intregi.

Aceste constatari ne vor permite sd intelegem mai bune fundamentele, performantele si
limitele metodelor de rezolvare a programelor intregi ce vor fi prezentate in urmatoarea sectiune.

§ 4. Metode de rezolvare ale programelor intregi

Urmatoarele consideratii vizeaza programul intreg in forma standard cu m ecuatii §i n

variabile:
7 n b

2a;X ;i =b; i=1L..m

j=1 o Ax=Db

L >

(P)-< XjZO _]—1,...H Py X:O . '
x; intregi x intreg (= cu componente intregi)
(max) f=cx

\(max ) = j%c iX]

in care toate constantele ajj, b;, ¢j sunt numere intregi.

Forma generald de mai sus acoperd si cazul particular important al programelor bivalente prin
introducerea restrictiilor x; £ 1, j =1, ... n Ca si pana acum (PL) va desemna programul relaxat
dedus din (P) prin eliminarea conditiei de integritate impusa variabilelor.

Vom presupune in mod constant cd multimea solutiilor admisibile ale problemei (PL) este
marginita; in problemele practice aceastd cerinta poate fi intotdeauna asigurata. Rezulta imediat ca
(P) are un numar finit de solutii admisibile intregi.

10



Deoarece coeficientii functiei obiectiv sunt intregi si optimul intreg va fi un numar intreg.
Mai mult:
optimul intreg < | optimul fractionar |

unde | o ] inseamna rotunjirea intreaga inferioara a numarului real a.

Ne propunem in continuare sd ddm o clasificare a metodelor si algoritmilor de rezolvare a
programului intreg general (P); observatiile si concluziile din sectiunea prezentata vor juca un rol
esential.

1) O mare parte din aceste metode reduc rezolvarea programului intreg (P) la rezolvarea
unei secvente finite si programe liniare uzuale:

(PLo=PL), PLy, PL,, ..., PL,

ultimul avand drept solutie optima chiar solutia optima intreagd a programului original (P).

Pentru fiecare k = 1, 2, ... t programul (PLy) se obtine din cel anterior prin adaugarea unei
anumite restrictii suplimentare a carei constructie diferd de la metodd la metoda. Restrictiile
suplimentare sunt astfel alese incat:

e sd fie verificate de orice solutie admisibila intreaga a programului original (P);

e prin introducerea lor sa iIndeparteze portiuni din multimea Ap; a tuturor solutiilor
admisibile ale relaxatei PL = PL( pana cand solutia optimd intreaga devine varf in multimea
ramasa, putand fi astfel cunoscuta de algoritmul simplex - vezi fig. 3.2.

Din acest motiv aceste restrictii suplimentare se mai numesc si tiaieturi sau plane de
sectiune.

Din categoria algoritmilor bazati pe taieturi fac parte algoritmii discret si ciclic datorati lui
Gomory (1960) si algoritmul primal al lui Young si Glover (1972).

2) Faptul ca un program intreg are (sau poate fi facut sa aibd) un numar finit de solutii
sugereaza un alt mod de rezolvare a programelor intregi bazate pe enumerarea totala sau partiala
a acestor solutii. Enumerarea totald este evocata doar ca posibilitate pentru cd numarul solutiilor
admisibile intregi, desi finit este de regula foarte mare.

Schemele de enumerare partiala determind solutia optima intreaga generand efectiv doar o
parte a multimii solutiilor admisibile intregi, solutiile negenerate fiind recunoscute implicit ca
neoptimale.

Domeniul predilect de aplicare a metodelor de enumerare il constituie programarea
bivalenta. Un exemplu reprezentativ il constituie algoritmul aditiv al lui Balas (1965).

3) Punerea in evidenta a solutiei optime Intregi x" — situatd de reguld in interiorul multimii
solutiilor admisibile ale problemei relaxate — se poate face si in urmatorul mod (Dakin, Driebeck,
1964).

S& presupunem cd am rezolvat problema relaxatda PL, cu ajutorul algoritmului simplex
obtinand solutia optima fractionara x*. Daca x* are toate componentele intregi, am terminat:

x* = x" = solutia optima intreagd a programului original (P)

2 . . * * . . * A . -
In caz contrar, una sau mai multe din componentele x,X,,... ale solutiei x* nu sunt intregi; sa

- * . . - . . - A - - —
presupunem de exemplu cd x| este fractionar. Este clar atunci cd solutia optima intreaga cautatd va
verifica una din urmatoarele inegalitati mutual exclusive:
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X1 SLXTJ saux 2\_){”—1—1

(unde s-a notat cula = partea intreagd a numarului real a ).
Consideram programele liniare obtinute prin extinderea relaxatei PL cu fiecare din cele doua
inegalitati:

PL PL
PL, = PlL, =

XIS\_XTJ XIZ\_XTJ+1

Vom spune ca am ramificat problema (PL) dupa variabila x;.

A\

()
O
A

L ApLo [ \
\/ \J

Fig. 4.1.

O X1

Este usor de aratat ca:

e Multimile de solutii admisibile 4pL | si ApL 2 ale celor doua programe noi sunt submultimi
stricte Tn Apr..
.Al UAZZAP $1A1 ﬁAzZQ

unde 4, 4, sunt multimile de solutii admisibile intregi ale programelor PL; si PL,. In particular
solutia optimd intreagd a programului original (P) se gaseste intr-una (si numai in una) din
multimile mai mici Apr | sau Apr > vezi figura 4.1.

Rezolvam in continuare PL;; putem face acest lucru prin reoptimizare. Sa presupunem ca
1 c1w A . N - - * . - . - A -
PL, este compatibil; in solutia sa optima, notatd x ' prima componenta va fi cu siguranti intreagi:

xt =[xt |
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A . < %] . o . - .
In ipoteza ca a doua componentd x,  este fractionard vom deriva alte doua noi programe

liniare dupa modelul de mai sus:

PL] PLl
PL]l = PL12 =

Xy SLXZIJ X Z|_lej+l

Daca solutia optimad intreagd cautatd este solutie admisibild pentru programul PL; atunci cu
sigurantd ea se va gasi In una din multimile de solutii admisibile ale celor doud programe rezultate
prin ramificare.

in principiu, reunificarea poate continua de la oricare din problemele PL;;, PL;, sau PL,,
conditiile de ramificare fiind acelea ca programul in cauza:

e sd fie compatibil (adica sa aiba solutii admisibile);
e solutia sa optima s aiba cel putin o componenta fractionara.

De reguld, ramificarea se face dupa prima variabild cu valoare fractionara sau dupa
variabila cu cea mai mare parte fractionara.

Pentru intelegerea metodei vom vizualiza procesul de ramificare printr-un graf arbore T ale
carui moduri sunt diferitele probleme rezultate din ramificare. Nodurile terminale (adicd nodurile
din care nu s-a mai efectuat ramificarea) sunt fie probleme incompatibile fie probleme cu solutii
optime intregi. Cu exceptia radacinii (PL) fiecare nod din T are un unic predecesor. Orice nod care
nu este nod terminal are doi succesori.

PLi;
X1 S|_XTJ &2 |_XTJ+1
PL, PL,, Introducem urmatoarele Variabile:
. XcmB (vector) care retine cea
X5 < \_X*lj Xo > |_X*1J 1 mai buna solutie admisibila 1ntreav1g'a}
2 2 la un moment sau altul al derularii
procesului de ramificare
PL, PL,, Zcwms, care  retine  valoarea

functiei obiectiv in Xcwms.

/\ La start: Xxemp = 9 ZCMB — - ®©

Figura 4.1

Fiecare nod PL, al arborelui T — unde a este o succesiune de 1 si 2 — va avea atasata o
margine superioara:

Zq = rotunjirea intreaga inferioara a optimului problemei PL, in cazul in care aceasta este
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compatibila.

Este clar ci daci solutia optimi intreagd x” se afla printre solutiile admisibile ale problemei
PL, atunci:
zems < f (x°) = optimul intreg < 7,

Prin urmare, daca pentru o problema PL,, rezultata din ramificare, avem:
Zo < ZcMB

nu mai are nici un rost sa ramificam PL,, deoarece printre eventualele sale solutii admisibil intregi
nu exista nici una mai buna decat actuala xcvg !

Arborele T nu existd de la Inceput. La start el se reduce la radacina (PL) si in continuare
primeste noi noduri si arce de legatura in functie de problemele rezultate din ramificare si efectiv
rezolvate.

Metoda de rezolvare a unui program intreg succint expusd mai sus va fi explicatd mai in
detaliu pe urmatorul exemplu:

(max)f =5x, +3x,

—-x, +2x,22
(P)y x,—x,<2
2x, +2x, <7

x,,x, 20, intregi
START

e Se initializeaza: zcvmp = - o si Xcmp = @ (locatia vida)

¢ Se rezolva cu algoritmul simplex relaxata problemei (P):

(max) f=5x;+3x»
-X1+2X222

(PL) X1—X2$2
2xX1+2x,57
X1, X220

e Se giseste solutia optima fractionara: x| = 1%, X7 1%; f (x* ): 13%

e Se conchide ca optimul intreg nu poate depasi marginea superioara:

Z=L13§J=13
6

e Variabila dupa care se face ramificarea va fi alesa dupa criteriul ,,partii fractionare mai
mari”; in cazul de fata este vorba de variabila x.

Iteratia 1 Se rezolvad cu algoritmul simplex programul liniar (PL;) dedus din (PL) prin
addugarea restrictiei x; < 1.

e Se gdseste solutia intreagd x; = 0, X, = 1; =3 pe care o retinem:

14



xems = (0, 1) Zcms =3
Stim acum ca optimul intreg este cel putin 3. Revenim la problema (PL).

Iteratia 2 Se rezolva cu algoritmul simplex programul liniar (PL,) dedus din (PL) prin
addugarea restrictiei x; 2 2.

e Se gaseste solutia fractionard x| = 1% Xy =2; f= 13%

e Se conchide cd solutiile admisibile intregi ale problemei (PL,) care sunt si solutii ale
problemei initiale (P) nu pot oferi functiei obiectiv o valoare mai mare decat marginea:

22 :\‘13%A‘ =13

Iteratia 3 Se rezolva problema (PL;,) obtinuta din PL, addugand restrictia x, < 1.

. : 1 1
e Rezulta solutia fractionard x, =1, x, = 25; f= 125

e Ramificam dupa variabila x;.

¢ Daca solutia optima a programului (P) s-ar gési printre solutiile intregi ale problemei PL,;,
. . . 1
optimul intreg n-ar depasi marginea z,| = {12 EJ =12.
e Ramificdm dupa variabila x;.

Iteratia 4 adaugam la (PL) restrictia x, < 2, obtinand un nou program liniar PLyi;.
Rezolvarea lui conduce la solutia intreagd x; = 1, x, = 2, f = 11 evident mai buna decat solutia
intreagd ,,depozitata” in xcms. In consecintd actualizam:

xems = (1,2) zZcvs = 11

Conchidem ca optimul intreg al problemei originale (P) este mai mare sau egal cu 11.Revenim la
problema PL,;.

Iteratia 5 De aceastd datda adaugdm la PL,; restrictia X, 2 3. Programul PL,;, rezultat are

solutia fractionard x; = %, Xy =3 f=1 1%

Séa observam ca eventualele solutii Intregi ale acestei probleme nu pot oferi functiei obiectiv

L . 1 T . <
o valoare superioard marginii z,jp = [1 15 =11;cum valoarea functiei obiectiv in cea mai buna

solutie Intreagd gasitd pana acum este chiar 11, conchidem ca ramificand PL,;> nu vom gési solutii
intregi mai bune decét actuala xcmp. In consecinta ne intoarcem din nou la problema PL;.

Recapituland, studiul problemei PL;; a produs o solutia intreagad care a fost retinuta precum
st concluzia cd PL,; nu are solutii intregi mai bune decat cea gésita. Ne intoarcem la problema PL,
din care am derivat PL,;.

Iteratia 6 Addugam acum la PL, restrictia x; 2 2. Noul program PL,, se dovedeste a fi
incompatibil. Ne intoarcem din nou la problema PL, cu concluzia cé actuala xcup este cea mai buna
solutie Intreaga a sa. Mai departe, revenim la problema PL din care am derivat PL,.

In acest moment putem spune ci am examinat — direct sau indirect - toate solutiile intregi ale
15



problemei (P), deoarece acestea erau, fie solutii intregi ale problemei PL; deja studiate, fie ale

problemei PL, de asemeni examinate.

Solutia intreaga retinutd In xcup este din cea mai bund solutie intreagd adicd este solutia

optima a problemei originale (P).

Comentariile de mai sus sunt sintetizate in arborele T din fig. 4.2.

START

PL
_ =13 5/6 z=13
{XCMB -0 x1=53, x=11/6
ZCMB — - ®©
V w‘
Actualizare PL, PL,
xems < (0,1) f=3 f=13 % 7=13
ZcmB <— 3 x1=0, x=1 X1:3/2; X, =2
Ne intoarcem
in nodul PL x1<1 X2 =1
PLzl PL22
f=12"% Z1 =12 ' problerpé ]
x1=1 x,=52 incompatibila
Ne intoarcem in
radacina PL STOP
) PL PL
Actualizare f:211 i f= 1211 21/2
Xems «— (1,2) xi=1 x=2 xi=1/2,x,=3 | 2212711 =zcus!!
zcvs < 11

Ne intoarcem

in nodul PL,, Marginea superioard z = 11 aratd ca nu putem obtine

solutii admisibile intregi mai bune decat actuala xcyp !
Ne intoarcem in nodul PL,

Fig. 4.2.

Ordinea de rezolvare a problemelor:
PL - PL; —» PL, —» PL,; > PL;;; > PLy;; > PLy,
Solutia optimi intreaga: x” = xcump = (1, 2); Optimul intreg £ (x%) =11

Observatii 1) Utilitarul QM ramifica o problema dupa variabila cu cea mai mare parte
fractionara !

2) Utilitarul QM opreste ramificarea unui nod PL, numai dacd z, < zcup In
ideea gasirii tuturor solutiilor admisibile intregi. in cazul de fatd si nodul PL,;, a fost ramificat !

vezi fig.4.3

Un nod al arborelui T din care ramificarea poate continua se numeste nod activ; altminteri el se va
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numi nod mort. Din denumire rezulta ca algoritmul se opreste In momentul in care radacina PL este
declarata nod mort.

Abia acum x1=50 @

utilitarul QM
decide sa nu
mai ramifice

PL,12

x1=0 X2 ="7/2 problema incompatibila
72121 = 10 < zcwm

Fig4.3
Principalele dezavantaje ale metodei descrise sunt:

ecresterea foarte rapida, chiar exploziva a numarului problemelor de rezolvat si de aici a
volumului de calcule o datd cu cresterea dimensiunilor programului original §i mai cu seama a
numarului de variabile Intregi;

ecomportare impredictibila pe probleme de dimensiuni apropiate: arborele problemelor
rezolvate poate fi extrem de ,,stufos” pentru o problema si foarte simplu pentru o alta.

In practicd, metoda se conbini cu alte procedee (cum ar fi metoda planelor de sectiune) care
pot oferi rapid solutii admisibile intregi suficient de bune micsorandu-se astfel drastic numarul
ramificarilor.

Algoritmul descris este o specializare a unei metode mai generale denumite branch &
bound.

In principiu aceastd metodd ramifici adica partitioneazi multimea in care se cauti un
anumit element — numit element optimal — in parti mai mici pe care le margineste, aceasta
insemnand optimizarea functiei obiectiv pe fiecare din partile rezultate. Unele din aceste parti sunt
ramificate §i marginite in continuare. Nu sunt ramificate acele parti care nu contin in mod sigur
solutia optima cautata.

Ideea metodei B & B este de a gési elementul optimal fard a inspecta toate elementele intre
care acesta se gaseste; de aceea se spune cad B & B este o schema de enumerare partiala.

§ 5. Intrebiri si probleme
1. Enumerati sursele de aparitie ale modelelor de programare in numere Intregi.

2. Explicati termenii: relaxata unui program intreg, solutie optima fractionara, solutie optima
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intreagd, optim fractionar, optim intreg.

3. Explicati principiul metodelor de rezolvare a programelor intregi bazate pe taieturi.

4. Explicati — eventual pe baza unui exemplu - metoda Branch & Bound.

5. In rezolvarea unui program liniar in numere intregi (P) in care functia obiectiv se maximizeaza
s-a ajuns la urmatorul arbore al programelor liniare efectiv rezolvate:

PL
f=41.43
x1= 143 ;x,=4.24

PL1 PL2
f=41 f=38.8
x1=1;%x,=4.5 X1=2;%,=3.6

PLy
f=37

X1:1;X2:4

PLi,
f=40

X1:1;X2:5

Figura 5.1

a) Precizati solutia optima fractionara X sif(x")si solutia optimi intreaga x° si f(x°);
b) Indicati pe arcele arborelui restrictiile dupd care s-a facut ramificarea;

¢) In ce ordine au fost rezolvate cele cinci probleme?

d) De ce nu s-a continuat ramificarea din nodul (PL;) ?

5. Se considera programele intregi:

2x, +2x, <9
3x, +x, <11
a) .

x,,Xx, 20 intregi

(max)f =5x, +2x,

Pentru fiecare din ele:

b)

-Xx, +2x,<2
—3x1 +8XZ <19
X, —x,<2
6XI +3XZ <17
2x, +2x, <7 c) ) i
X;,x, 20 intregi

X, x, 20 intregi
(max) f = 3x; +2x,
(max)f =3x, + 5x,

a) reprezentati grafic multimea solutiilor admisibile ale problemei relaxate;
b) puneti in evidenta solutiile admisibile intregi si acoperirea convexa a acestora;
determinati grafic solutiile optime fractionara si intreagd precum si optimele fractionar si intreg.

6. Din produsul B sunt necesare cel putin b unitati. Produsul se poate obtine pe doua instalatii I; si
I, dar numai in cicluri complete de fabricatie ( si aceasta datoritd unei operatii de coacere prevazuta
in tehnologia de fabricatie). Pe fiecare ciclu instalatia I; produce p; unititi din B iar I, produce p;
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unitati din B. Un ciclu de fabricatie dureaza a; ore pe I; si a, ore pe I,. Fondurile de timp disponibil
ale celor doud instalatii sunt de F; ore respectiv F, ore. Costurile de fabricatie se ridica la ¢; u.m.
(unitati monetare) pe I; si ¢, u.m. pe I, pe fiecare ciclu. Scrieti un program intreg pentru producerea
cantitatii minimale B cu cheltuieli totale minime. Indicatie: se vor lua ca variabile de decizie
numarul ciclurilor de fabricatie planificate a se realiza pe cele doua instalatii.

7. Un produs complex P se compune din 4 unitati din componenta A si 3 unitati din componenta
B. Componentele A si B pot fi realizate prin trei procese de fabricatie diferite in cadrul carora se
utilizeaza resursele R si S disponibile in cantitatile de 100 unitati respectiv 200 unitati. Realizarea
unui proces de fabricatie necesita anumite cantitati din resursele R §i S si are ca rezultat producerea
anumitor cantitati din componentele A si B conform datelor din urméatorul tabel:

Proces Intrari (unitati specifice) | lesiri (unitdti specifice)
din R din S din A din B
1 8 6 7 5
2 5 9 6 9
3 3 8 8 4
Tabelul 5.1

Sé se scrie un program iIntreg pentru determinarea numarului maxim de produse complexe P ce pot
fi realizate din resursele date. Indicatie: se va nota cu X, , X, , x3 numarul de procese 1,2 respectiv 3
necesare §i cu y numarul produselor complexe P rezultate.

8. Folositi utilitarul QM pentru rezolvarea programului intreg:

(max) x,
8x, +5x, + 3x, <100
6x, +9x, +8x, <200
Tx, +6x, +8x; —4x, 20

5x, +9x, +4x; —3x, 20

X, X,5,X5,Xx, 20 intregi
(Este vorba de modelul matematic al problemei precedente in care variabila y a fost renotatda x4)
Interpretati solutia obtinuta.

9. Rezolvati prin metoda Branch & Bound programele intregi din ex.5. In rezolvarea programelor
liniare generate de metoda se va folosi metoda graficd. Construiti arborele T al programelor liniare
efectiv rezolvate.

10. Descrieti urmatoarele probleme:

problema monezilor;
problema alegerii proiectelor de investitii;
problema stabilirii programului de productie cu costuri fixe de pregétire;
problema stabilirii orarului de zbor al avioanelor.
Partlcularlzatl aceste modele pe date concrete plauzibile.
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