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3. Structura multimii solutiilor admisibile ale unei probleme de
programare liniara

In aceasta sectiune ne vom opri asupra principalelor proprietiti
geometrice pe care le posedd multimea solutiilor unui sistem de ecuatii si
inecuatii liniare. Aceste proprietati sunt determinante in intelegerea
mecanismului metodei simplex de rezolvare a programelor liniare.

Parcurgerea acestei sectiuni necesitd cateva rudimente de calcul
matricial si algebra liniard. Vectorii cu care se va opera vor fi subintelesi, dupa
caz, fie linii fie coloane. De reguld,scrierea in text a unui vector se va face in
linie ca de exemplu v = (a,,a,,...,a, ); dacd este necesar ca v sa fie considerat

< . T
vector coloand se va folosi operatorul de transpunere: v =(a,,a,,....a, ) .

3.1 Cateva elemente de analizi convexa liniara

Fiind date doud puncte x,yeR" multimea:
[x,y]z {z= (I-a)x+ay,0<a < 1}
se numeste segment (inchis) cu extremititile x si y. Se stie cd in R* sau in R’
acest concept se suprapune peste conceptul geometric uzual. Pentru a =0,
respectiv. « =1,avem z=Xx, respectiv z=y. Punctele z=(1-a)x+ay
corespunzatoare valorilor o €(0,1) se numesc puncte interioare ale

segmentului [x, y]. Pentru « = % gisim z = %(x +) mijlocul

segmentului [x, y] .

O multime X c R" se zice convexa daca o data cu doua puncte
contine si segmentul care le uneste.

Formal :
X convexda < (V)x,y e X,(V) « e[O,l],z =(l-a)x+ayeX

Se verifica imediat ca intersectia mai multor multimi convexe este o multime
convexa.
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Fie a=(a,,a,,...,a,) un vector nenul si b un scalar.Este usor de vazut
ca multimea:

T
S= {x =(X,X5,...,X,) | ax<b < ax, +a,x,+..+a,x, < b}
este convexa. Ea se numeste semispatiu, in timp ce multimea:
T
H= {x =(X,,Xy,...,X,) | ax=b & ax, +a,x,+..4+a,x, = b}

se numeste hiperplan. Este clar ca si H este o multime convexa ca intersectie a
semispatiului S de mai sus, cu semispatiul:

S z{xeR”

ax2b < (-a)x<-b< —ax, —a,x,—..—a,x, < —b}

O intersectie finita de semispatii se numeste multime poliedrala.
Evident, o multime poliedrald este convexa, reciproca nefiind in general
adevarata.

In figura 3.1.1 sunt prezentate citeva multimi convexe si neconvexe in
plan. Este clar ca multimile a) si b) nu sunt convexe. Discul c) este o multime
convexd dar nu este poliedrala, fiind in fapt intersectia infinitd a tuturor
semispatiilor care contin discul si sunt marginite de tangentele la circumferinta.
Poligonul convex d) este intersectia a 4 semispatii asa cum se aratd in fig.3.1.2

a)poligon concav b)coroana circulara c)disc

d)poligon convex e)multime poliedrala nemarginita

Nota: Toate multimile specificate sunt presupuse, inchise adicd igi contin
frontierele.

Figura 3.1.1
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Figura 3.1.2

Din cele de mai sus rezultd cd orice multime poliedrala in R" se
identifica cu multimea solutiilor unui sistem de ecuatii si/sau inecuatii liniare
in n variabile. In particular:

Multimea A, a solutiilor admisibile ale unui program liniar (P) este o

multime convexa, poliedrala si inchisda. Frontiera sa se compune din toate
punctele ale caror coordonate satisfac cu egalitate cel putin una din restrictii.

Se numeste varf al unei multimi convexe X < R" un punct v € X cu
proprietatea ca nu existd un segment [x,y] < X care sd contind pe v ca punct
interior. In R*sau R’ regisim conceptul geometric uzual.

O multime poliedrala are intotdeauna un numar finit de varfuri (posibil
nici unul); de exemplu, poligonul d) din fig. 3.1.1 are patru varfuri in timp ce
un semispatiu nu are varfuri. Discul c) are o infinitate de varfuri: orice punct de
pe circumferinta are aceasta calitate.

Multimile d) si e) din fig.3.1.1 sunt amandoua poliedrale dar e) este
nemarginitda. Pentru a caracteriza aceastd proprietate avem nevoie de un nou
concept.
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Un vector w € R" se numeste raza extrema pentru multimea convexa
X < R" daca pentru orice x € X'si @ >0 rezultd x + «-w € X ,iar w nu poate
. 1,02 1 .+ 2 A . . .
fi scris sub forma w=w +w",w" si w* avand aceeasi proprietate ca si w.

De exemplu multimea poliedrala din fig. 3.1.3 are doud raze extreme w'
si w”. Suporturile acestor vectori sunt paralele cu cele doud muchii dealungul
carora "se poate merge catre infinit".

De retinut ca o multine convexa este nemarginita daca si numai daca
are cel putin o raza extrema iar o multime poliedrala are un numar finit de
raze extreme.

Sa consideram acum o multime oarecare L de puncte din R", finita sau
infinitd. O combinatie convexa de puncte din L este un punct (vector) de
forma:

— 1 2 P : —
x=ov +a,v +..+a,v" cua,a,...a,20 51 g +a,+.. e, =1

unde v',v’,....,v” sunt puncte din L arbitrar alese, numirul punctelor fiind
deasemeni variabil.

2
x+oupw
x+0L1w1 2
OLQZO

Ot120

Figura 3.1.3
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Se poate arata fara dificultate ca multimea tuturor combinatiilor convexe de
puncte din L este o multime convexa si mai precis este cea mai mica multime
convexd (in sensul incluziunii) care contine multimea L.Ea se noteaza conv L

si se numeste anvelopa (sau acoperirea) convexa a multimii L.

Daca L este o multime finita atunci conv L este o multime poliedrald
marginita. Acest fapt este ilustrat in figura 3.1.4.

Sa consideram o multime poliedrala X < R" .Fie:
X = {vl,vz,m,v”}

multimea varfurilor sale. Deoarece X — X iar X este convexd avem
conv X < X . Se poate demonstra urmatorul rezultat clasic al analizei convexe:

Multimea finita L

Figura 3.1.4

Daca X este o multime poliedrala marginita atunci conv X = X , adica
orice punct din X este o combinatie convexa a varfurilor multimii X.

Formal:
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MxeX,Pa,a,,a,20cua +a,+ +a,=1 asttel Incat :

x=ay +a,y+ra v

De retinut faptul ca scalarii ,,a,, --,a , husunt unici.

Daca multimea poliedrald X nu este marginita atunci convX # X .

Acest fapt este ilustrat in figura 3.1.5 unde multimea dublu hasuratd este
acoperirea convexa a varfurilor multimii poliedrale nemarginite X. Se poate

arita ci daci v',v’,---,»” sunt varfurile multimii poliedrale nemirginite X
iarw',w”,---,w? sunt razele sale extreme atunci pentru orice x € X existd
scalariir j, & 5,2, 20 cu a+a,+-+a, =1 siy,u,-,u, 20 astfel

incat:

_ 1 2 P 1 2 q
x-alv +a2V +"‘+apV +IUIW +/”2W +"'+quW

2 3
,V

1
v conv{v,v

Figura 3.1.5

3.2 Teorema centrala a programarii liniare

Sa consideram acum un program liniar (P) in care functia obiectiv se
maximizeaza i sd ne situdm In cazul in care programul (P) este compatibil
adica multimea solutiilor sale admisibile 4p este nevida. Am vazut cd =% este
o multime poliedrald 1 convexd avand un numdr finit de varfuri
v',v%,.....,vPsi (posibil) un numir finit de raze extremew',w’,---,w?. Asa
cum va rezulta din
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sectiunea 4.1, =% are cel putin un varf, adicd p > 1. Vom enunta si demonstra
acum teorema centrala a programarii liniare.

TEOREMA . Daca programul (P) are optim finit, atunci o solutie
optima se gaseste intr-unul din varfurile multimii solutiilor admisibile =%#p .

Demonstratie: Fie:
S (x)=cx=cx +cx,+-+cx,
functia obiectiv a programului (P). Pentru inceput sd aratam ca:

ew' <0 (Mk=1-4q

S3 presupunem prin absurd ca existd o razi extremda w elw',w?,---,w?! astfel
9 b b

cd cw > 0. Luim o solutie admisibild oarecare x° (Ap # @!).Stim ca:

x(@)=x"+aweA,,(V)a =0
Atunci:

fx(@)=cx"+acw—>o cind a— .

Ar rezulta ca (P) are optim infinit contrar ipotezei.

: * 1.2 . =
Fie acum v e{v Vo v } cu proprietatea ca:

(V) =cv' = max {f(vl) =V, f(V) =V, (V) = Cvp}

Sa consideram o solutie admisibila oarecare x € Ap. Am vazut ca existd
scalarii:

a0, 20 cuata,+ta, =181 py,u,,..,u, 2 0astfel incat:
_ 1 2 P 1 2 q
X=ov o,y +eta Vo pow Wty w

Atunci:
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fX)=cx=a,cov' +a,cv’ +..ta,cev” +p,ew' + p,ew’ +otu,ew? <

<a,cv +azcv2+...+apcv” <(a, +a,+.+a,)ev* = f(v¥)

In consecintd v * este o solutie optima a programului (P). u

Importanta acestei teoreme este covarsitoare: ea reduce problema
gasirii unei solutii optime x* din multimea, in general infinita, =% a tuturor
solutiilor admisibile ale programului (P), la identificarea acestei solutii in
multimea finita a varfurilor lui —%.

Recapituland modul in care diferitele proprietdti discutate au fost
implicate in obtinerea acestui rezultat fundamental sa retinem ca:

o Convexitatea multimii solutiilor admisibile =% situeaza solutiile
optime, daca acestea existd, pe frontiera lui =%;

e Deoarece % este poliedrala, iar functia obiectiv este liniard, cel
putin una din solutiile optime este un varf al lui =%.

Teorema furnizeaza urmatorul procedeu "naiv" de rezolvare a unui
program liniar (P):

e se "genereazd" lista (finitd) a varfurilor multimii =%;

¢ prin nlocuire succesiva in functia obiectiv se retine varful care ofera
acesteia valoarea maxima.

Procedeul ridica la randul sau urmatoarele probleme principiale:

1) Cum recunoastem compatibilitatea programului (P) ?

2) Cum "calculam" un varf al multimii % sau mai corect spus cum se
caracterizeaza "algebric" un varf ?

3) Pentru obtinerea solutiei optime este necesar sd generdm toate
varfurile multimii =%? Intrebarea este serioasi deoarece si pentru programe
liniare de dimensiuni reduse (adicd cu un numar relativ mic de restrictii si
variabile) numarul varfurilor este foarte mare.

4) Chiar daca reusim, prin enumerarea explicitd a tuturor varfurilor, sa
gdsim pe acela care maximizeaza functia obiectiv, aceasta nu inseamna
obligatoriu ca am rezolvat programul dat ! Este posibil ca programul respectiv
sd aibe optim infinit! Cum se recunoaste acest fapt?
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Vom raspunde progresiv la toate chestiunile mentionate in sectiunile
urmatoare.

3.3 Corespondenta fp ~#rsp

Consideram o problema de programare liniara (P) care contine cel putin
o restrictie inegalitate si fie (FSP) forma sa standard.(vezi sectiunea 1.4) Pentru
simplificarea notatiilor, vom presupune ca (P) este in forma canonica de
maximizare:

max f =cx
(P) Ax<b
x>0
unde:
a;,  dp a, b, Xy
ay Ay a, ) Xy
A= ) ! b= x=|.
(3.3.1)
aml am2 amn bm xn
c= [c1 Cy oo cn]

Stim din sectiunea 1.3 ca orice program liniar poate fi scris in aceastd forma.
Forma standard a programului (P) va fi:

y
max f =cx :

(FSP)yAx+y=b incare: y= y:z este vectorul variabilelor de abatere.

x=20,y=0
Yom

Intre multimile de solutii admisibile <% < R" si <#psp = R™™ existd o
corespondentd bijectiva @(x) = (x, y),unde y = b - Ax, a carei inversa este
proiectia @’(x,y)) = x. Am remarcat deja in sectiuneca 1.4 ci prin
corespondenta
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®, solutiile optime ale celor doud probleme se corespund. In fapt, @ are
urmatoarea proprietate mai generala.

Teorema 3.3.1 Daca x este un varf al multimii =% atunci @(x) = (x,y)
cuy = b - Ax este un varf al multimii =#sp . Reciproc, daca (x,y) este un varf
al mulfimii =Hpsp atunci @' (x,y) = x este un varf al multimii % .

Demonstratie: Concluzia decurge nemijlocit din definitia varfului
(sectiunea 3.1) observand ca @ si @'  conservd combinatiile convexe ale
punctelor din <4p $i Hrsp .

Intr-adevar, fie x' , x* € o#p ,ae[0, 1] si x = (1-a )x' +ox’. Fie mai departe:
D(x) = (x,y) , D) = ('), ©KF) = (’y°) unde: y = b - Ax, y'=b — Ax",
3’ =b - Ax’ Deoarece:

y=b-A((l-a)x +ax’)=(-a)b-Ax")+ab-4x)=(1-a)' +a)’
avem:

) =(-a)x' Y )+ar )y ) adica @x)=(l-a)Px) +adx’). m

In baza acestei teoreme precum si a teoremei centrale a programarii liniare
(sectiunea 3.2), pentru a rezolva problema (P) este suficient sa cautam solutia
optima a formei sale standard (FSP) printre varfurile multimii c4sp .

Vom vedea in sectiunea urmatoare cum se caracterizeaza “algebric” varfurile
multimii solutiilor admisibile ale unui program liniar in forma standard. Tot
acolo vom ardta ca daca un program (P) este compatibil atunci —4p are cel putin
un varf si in orice caz un numar finit de asemenea elemente. Pe baza acestor
rezultate, vom putea descrie in paragraful 4 o metoda efectiva de rezolvare a
unei probleme de programare liniara.

3.4 Solutii de baza ale unui program liniar

Sa consideram acum un program liniar (P) In forma standard:

max [ =cx
(P)y Ax=b
x=0

in care masivele 4,b,c,x au semnificatiile din (3.3.1). Vom pune in evidentd
coloanele matricii A:
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A=A A, . A"]

Definitie Solutia X =(%,,X,,...,x,)" a problemei in forma standard
(P), nu neaparat admisibila, se numeste solutie de baza daca multimea
coloanelor A' corespunzatoare componentelor x, # 0 este liniar independentd.

Fie I(x ) multimea indicilor i € {1,2,...,m} cu proprietatea ca x, =0.

Lema 1 Daca x si X' sunt solutii de baza ale programului (P) si
I(x'") cl(x)atunci x =X'(sidecil(x)=1(x")).

Demonstratie: Este clar cd X, =x/ = 0 pentru indicii i # /(X ). Atunci
egalitatile:
Yx,A'= Xx/A =b

iel(x) iel(X')
implica:
(X, —x)A'=0

iel(X)

de unde rezulta X, =X/ pentru toti ie I(x ), deoarece prin ipoteza coloanele
A',ie I(x ) sunt liniar independente. u

Lema 2 Fie X =(X,,X,,....X, )| o0 solutie admisibili a problemei (P)
care nu este solutie de baza. Atunci exista un vector ye R" si un interval
[A, A ]cR" Uf-00, +aq} astfel incat:

1) Ay = 0;

2) [ 4, A | contine pe 0 si nu se reduce la acest punct; A si A nu sunt
simultan infinite;

3) pentru orice A €[ A, Z] vectorul x(4) =x + Ay este o solutie
admisibila a problemei (P);

4) Daca de exemplu, A este finit 5i x' = x(Z) atunci I(x') c I(x)
dar| I(x' )| <| I(X )| - 1 adica X' are mai putine componente nenule decdt x .

Demonstratie: Din ipotezi rezulti ci multimea coloanelor 4, i€ I(X )
este liniar independenta. Existd prin urmare scalarii y; , i€ I(x ) nu toti nuli
astfel incat:
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>y,A'=0

iel(x)

Punand y; = 0 pentru i I(x ) obtinem un vector y = (y;,v2,....v») € R" cu
proprietatea ca:

Yy A'=0 & Ay=0
i=1

Afirmatia 1) este demonstrata.

Pentru orice 4 € R vectorul x(4) =x + Ay este o solutie a problemei (P)
deoarece Ax(1) = Ax + 1Ay =b.
Impunand conditia de admisibilitate x(4)> 0 obtinem pentru A intervalul de
valori permise [ A, A ] in care:

=) 0
max - , — min - .
A=<iel(x)y>0 Yi A = {iel(¥),y<0 Y

—oo dacatoti y; <0 + oo dacatoti y; 20

Avem A <0< A si deoarece y # 0, cel putin una din extremitatile A , A este
finitd. Astfel si afirmatiile 2) , 3) sunt probate.

Sa presupunem, in final ca A este finit. Atunci va exista un indice

re I(x ) astfel ca:y, <0 si A= g Dacd X' =x(1 ) este clar ca I(x') c
r

I(X) si cum X/ =%, + Ay, = Oiar X, >Ourmeaza ca |I(x') |<|I(x) |si
ultima afirmatie este dovedita. u

Teorema 3.4.1 O solutie admisibild X = (X,,X,,...,X, )" a problemei (P)
este un varf al multimii =% daca si numai daca x este o solutie de baza.

Demonstratie: Sa presupunem cd x este varf dar nu este solutie de

bazd. Conform lemei 2 existd y € R" cu Ay = 0 si intervalul [ A , A ] care
contine pe 0 si nu se reduce la acesta, astfel incat x(4) =x + Ay sa fie o solutie
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a programului (P) oricare ar fi A € [ A, 4 ]. Alegem ¢ > 0 suficient de mic

astfel incat [-€ ,+e < [A, A ]si punem: x’ =X -gy, x’ =X +¢y . Atuncix’ x’e

Ap , x'=zx’ si x=3(x"+x?) in contradictie cu ipoteza ca x este varf al

Pentru reciprocd sa presupunem ca X este o solutie de baza fard a fi
varf. Atunci existd x',x’ e Ap, x'=x’ si ae (0,1) astfel incat X = (1-a )x' + ax’.
Pentru igl(X) avem (1-o)x]+ox’ =0 si cum x| >0,x’ >Orezultd
x! =x? =0. In consecinta, I(x") < I(X), I(x*) < I(X) si in virtutea lemei 1

- 1 2 — A . . . -
rezultd x = Xx° = X, in contradictiec cu ipoteza facuta.

Teorema 3.4.2 Daca programul in forma standard (P) este compatibil
atunci multimea solutiilor sale admisibile Ap are cel putin o solutie de baza,
deci un varf.

Demonstratie Fie X = (X,,X,,...,X,)" o solutie admisibild a
problemei (P). Vom proceda prin inductie dupa numarul k& al componentelor
X; >0.Dacd k = 0 atunci X = (0,0,...,0) este o solutie de bazd intrucét o
multime vida de vectori este, prin conventie,liniar independenta. Daca k > 0
existd doua situatii de examinat:

1) Coloanele Alie I(X) sunt liniar independente. Atunci X este o
solutie de baza.

2) Coloanele Alie I(X) sunt liniar dependente. Conform lemei 2 va
exista o solutie admisibild X'cu I(X’) < I(X) dar cu mai putine componente
nenule decat X. Repetdnd rationamentul, este clar ca intr-un numar finit de
pasi se ajunge la situatia 1) adica la o solutie de baza.
|

Consecinta Multimea =% a solutiilor admisibile ale unui program
liniar compatibil are cel putin un varf.

Demonstratie: S3 presupunem cd (P) nu este in formd standard,
altminteri avem teorema 3.4.2. Fie (FSP) forma standard a programului (P).
Deoarece avem corespondenta bijectiva @ : o4p = Apsp deducem cd HApsp #
pentru ca prin ipotezd A4p # . Prin teorema 3.4.2 multimea —4rsp are cel putin
un varf; acesta, prin proiectia @' va fi un varf al multimii <% , gratie
teoremei 3.3.1. u
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Avand 1n vedere caracterizarea algebrica a varturilor data in teorema
3.4.1, teorema centrald a programarii liniare poate fi formulata si in urmatorii
termeni.

Teorema 3.4.3 Daca un program liniar in forma standard are optim
finit, cel putin una din solutiile sale optime este o solutie de baza.

Mai ramane de ardtat cd multimea solutiilor admisibile ale unui
program liniar are un numar finit de varfuri. In virtutea teoremelor 3.3.1 si
3.4.1, aceasta revine la a ardta cd un program liniar in forma standard (P) are
un numar finit de solutii admisibile de baza. Faptul rezultd nemijlocit din aceea
cd numarul sistemelor liniar independente ce pot fi extrase dintr-o multime
finita de vectori este finit. Vom preciza acest lucru sub forma unei teoreme in
sectiunea urmatoare, in care vom introduce un concept usor diferit de cel de
solutie de baza, acela de solutie asociata unei baze a programului (P). Noul
concept are avantajul de a fi mai usor de manipulat in practica.

3.5Baze ale unui program liniar in forma standard. Solutia
asociata unei baze

In notatiile sectiunii precedente facem ipoteza:

rangA=m<n (3.5.1)

Ipoteza ne asigura ca ecuatiile ce compun sistemul liniar Ax = b al restrictiilor
sunt independente si ca acest sistem are o infinitate de solutii. Sa notam ca
ipoteza nu implicd in mod necesar si existenta solutiilor admisibile (adicd cu
toate componentele nenegative) pentru sistemul considerat. Dupa cum vom
vedea 1n sectiunea 4.6 ipoteza facutd nu este deloc restrictiva.

Deoarece rangA = m, in matricea A va exista cel putin un grup de m
coloane liniar independente, constituind deci o baza a spatiului R". Un
asemenea grup se va numi baza a programului (P) si numarul acestora este

n!

finit , nedepasind C,' = —— .
m!l(n—m)!
Fie B 0 baza a programului (P), I multimea indicilor coloanelor din B si
J multimea indicilor coloanelor din A care nu sunt in B. Renumerotind
convenabil variabilele programului vom scrie matricea A in forma:
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A=[B,S] cuB=[ATc1 , S=[AT<s

Partitiondm corespunzator vectorul (coloand) x al variabilelor:

B
X B N
X = s cu x :[.xl] , X =|X.
iel J jel

ca si vectorul (linie) al coeficientilor functiei obiectiv:
B S B S
c=[c ,c’] cuc =[cilier c’=[ciliey

In raport cu baza B aleasa, variabilele x; , i € I se vor numi variabile bazice, iar
toate celelalte nebazice sau secundare.
Scriem sistemul Ax = b in forma:
xB B S
¢ |= b & Bx"+S8x"=b

[B.S ]{

X

Deoarece B este o baza a spatiului R™, B (ca matrice!) este nesingulard deci
inversabila. Inmultind la stinga cu B™' obtinem:

' +8¢°=b o S=8"s=[a,| _.b=8"b=[p], (52
Va fi util s punem in evidentd coloanele matricii S:
S=g[a], =[], =[1']
cu
A/ =B'47 = [ay]id (3.5.3)

Utilizdm (3.5.2) pentru a elimina din expresia functiei obiectiv variabilele
bazice:

x? _
fz[cB,cS]{ S:IchxB +c5x% =P (b =Sx% )+ c%x% =
X
=c?b—(cPS -5 )x¥ = f-¢%x° (3.54)

unde:
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F=c"b(=c"B 'b)= b, (3.5.5)
iel

si:
S _ BQo_.S,_ Bp-lg_ S y_[=
c’=c’'S-c’(=c’B"S-c¢ )_[Cj]jel
in care:
- B Bp-l 4j —
¢c,=c’4’ —c,(=c"B A’—cj):l%ciaij—cj (3.5.6)
Astfel, in raport cu baza B, programul (P) poate fi adus la urmatoarea forma
echivalenta, conform (3.5.2) si (3.5.4):

max [ = f —¢5x* mafof—jgja/x_/
(P, x"+5x°=b S Xt Xax, =b, iel (3.5.7)

jeJ

B N
x”20,x" 20 x,20,iel;x,;20,jeJ

(Pg) se numeste forma explicita a programului (P) in raport cu baza B.
Comparand (Pg) cu (P) constatim ci efectul inmultirii cu B ' a sistemului
Ax = b este explicitarea variabilelor bazice x; , i € I in functie de cele
nebazice x;, j € J.

Luand in (Pp):

x°=0 o xj=0,jel (3.5.8)

obtinem:
xX*=b o x,=b icl (3.5.9)

Vectorul:
ol P (3.5.10)

X= S.
0|x*

este evident o solutie a programului (P), numita solutia asociata bazei B. Vom
spune cd B este o baza admisibila daca solutia asociatd (3.5.10) este

admisibila, ceea ce revine laa spuneca b, >20,iel.

Prin constructie, solutia asociata unei baze a programului (P) este o
solutie de baza in sensul definitiei din sectiunea precedentd. Reciproca nu este

in general adevdratd. Astfel, daca X = (X, ,iz,...,in)T este o solutie de baza a

programului (P), numarul componentelor nenule este < m. Dacd acest numar
este exact m atunci x este solutia asociatd bazei formate din coloanele matricii
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A corespunzatoare celor m componente nenule. Spunem 1n acest caz ca x
este o solutie de baza nedegeneratd. Daca numarul componentelor nenule este
<m,

coloanele corespunzatoare acestor componente pot fi completate pana la o baza
in mai multe moduri, astfel ca X se asociazd la mai multe baze! Daca se
intampla asa spunem cd x este o solutie degenerata.

Deoarece (P) are un numar finit de baze, el va avea si un numar finit
de solutii asociate acestor baze si de aici un numar finit de solutii de baza.

In baza relatiilor (3.5.8), (3.5.9) constanta / din (3.5.5) reprezinti
valoarea functiei obiectiv a programului (P) in solutia (3.5.10) asociatd bazei
B. Componentele ¢, j € J (definite in (3.5.6)) ale vectorului ¢’ din (3.5.4)
vor juca un rol esential in caracterizarea optimalitatii unei solutii admisibile de
baza. Ele se numesc costuri reduse si sunt intotdeauna asociate variabilelor
nebazice. Coeficientii numerici ai formei explicite (3.5.7) se trec Intr-un tabel
(Tg) al carui format este indicat in tabelul 3.5.1. Tabelul (Tg) se numeste
tabelul simplex asociat bazei B. Coloana “B” contine vectorii bazei B, coloana
“CB” contine coeficientii din functia obiectiv ai variabilelor bazice iar in
coloana “VVB” apar valorile variabilelor bazice. In ultima linie a tabelului,

numita si linia test, apar valoarea f a functiei obiectiv in solutia asociati bazei
B precum si costurile reduse ¢; ,j € J corespunzitoare coloanelor nebazice.
Formula (3.5.5) aratd cd f este produsul scalar al coloanelor “CB” si “VVB”
in timp ce relatia (3.5.6) aratd ca ¢, se obtine din produsul scalar al coloanelor

“CB” si “A’” scazand costul ¢; scris deasupra coloanei “A’".

Ci. Cr Cj' Ck
CBIB |VV |.. A A" A A
B
Ci Al Ei o1 .. 0 gij ai ... | (T)
k
Cr A Br 0 1 grj ar
Kk
f f * * E] Ek
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Tabelul 3.5.1

Extindem definitia costului redus si la coloanele “A",
iel: ¢, =c, —c, =0.Aceste costuri reduse au fost notate in linia test cu

asteriscuri (*) spre a le deosebi de eventualele costuri reduse nule ¢; ,j € J

care, dupd cum vom vedea in sectiunea 4.2, indica - “la optim” - prezenta mai
multor solutii optime de baza.



