Culegere de probleme de cercetari operationale

SOLUTII

PROGRAMARE LINIARA

Notd: Toate problemele au fost rezolvate folosind fiecare din urmdtoarele programe utilitare:
OM, Scientific WorkPlace, WinQSB si MATLAB

Pentru eventualele erori sau neldmuriri scrieti la e-mail.: dorinm@ase.ro

Problema 1.
a) Modelul matematic asociat este problema de programare liniara:
max(x, + 2x, +3x;)
2% +X,+3x, < 4800
{4x, +4x, +2x; < 3600
Xi5Xy,%; 20

iar bazei corespunzdtoare variabilelor X, si x3 ii corespunde solutia de baza admisibila:

13
= Blb| 3 0 |[4800) _ (120 _(x,
2 1 1(3600) \1560) |x,
5 10
Deoarece vectorul A asociat acestei baze este:

9 4 3
A = _90909 e T
= (5 57 10

rezulta ca aceasta solutie de baza este chiar solutie optima. Solutia optima este unicd, deoarece
este nedegeneratd si singurele componente ale vectorului Ag egale cu 0 sunt doar cele
corespunzitoare bazei. In concluzie, pentru a se obtine profitul maxim se vor fabrica 120 de
bunuri de tipul By, 1560 bunuri de tipul B; si nici un produs de tipul B;. In acest caz, profitul

120 J= 4920 u.m.
1560
b) pentru ca baza curenta sa fie realizabila este necesar ca solutia de baza corespunzatoare
sa fie admisibild (xg > 0). In concluzie, o modificare a disponibilului masinii M»:
3600 — 3600 +y

obtinut va fi Ppay = ¢ - x5= (2, 3)- (

va pastra baza realizabild doar daca:

L 1204y
vo(y) = B 4800 Yo 175 e | 4800 )_ 107 200
3600+ y 2 1](3600+y) |1s60- L,
5 10 10
3
120+—=y > 0
=N 10 oy e [400, 15600]

1
1560——y > 0
10 Y
deci disponibilul masinii M, poate varia in intervalul [3200, 19200].
¢) dacd ¢ =(3,2,2) baza curentd ramane admisibila (deoarece nu se modifica solutia

2

. . C ~ . 3 A . .
asociata) dar nu mai este optima deoarece noul vector A devine (—g, 0, 0, 3 E) si contine si

componente strict negative. Putem folosi totusi baza actuald deoarece este admisibild si putem
demara algoritmul simplex de la aceasta. Tabelul simplex asociat este:

[ 3l2]2]0] 0|




cg VB XB X1 X2 | X3 X4 Xs 0
>l x 120 |21 o L] 2] 2
| 5] 5 10 2
2 xs |1560] 2 1o | 1|2 L] s
5 5 10
3360 > | 0| o | 2| 2
5 5 5

Intrd in bazd x; (corespunzitoare unicului A; negativ si iese din bazd x, corespunzitoare
lui © minim, rezultdnd noua solutie optima si noul tabel:

312012101 0
cg VB XB X| X X3 X4 Xs5
30 x 150 1| 2o |-L] 3

4 4] 3
2 | x5 |1500] o |1 1| L]t
2 2 4

3450 0 | > | o | L | 2

4 4 | 3

De asemenea, si In acest caz solutia este unica optima.

d) solutia corespunzdtoare bazei actuale va fi:

13
T o [(5000) (-100
xg(b)=Bly'=| 5 10 =
2 11{3000) (1700

5 10

si nu este admisibila. Totusi, ea este dual admisibila deoarece vectorul A nu se modifica. Din
acest motiv, putem aplica algoritmul simplex dual pornind de la aceastd solutie. Tabelul
corespunzator este:

1 2 3 0 0
cy | VB | xp X;] | X | X3 | x4 X5
0| x |-100 211024 2

5 5 10
3 X3 1700 2 0 1 2 —L

5 5 10

4900 2 0 0 i i

5 5 10

Va iesi din baza variabila x, (singura negativd) si intrd n baza variabila x4 (singura
corespunzatoare unei pozitii negative pe linia lui x;) rezultand noua solutie si noul tabel:

11213101l o0
cg VB XRB X| X2 | X3 X4 Xs
0| xs 500 4 |-5] 011 —%
30 x [1500] 2 21110 %

3
4500 5 | 4 00|

Dupa cum se observa, aceasta solutie este optima (si unica optima).
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e) lese din baza variabila corespunzatoare lui 6 minim. Justificarea acestei alegeri rezulta
din observatia ca numai pentru aceasta alegere noua solutie de baza ramane admisibila (cu toate
componentele pozitive).

Problema 2.
Notdm cu x;; cantitatea in tone de cahle de tipul 1 pe care 1l va produce fabrica j, conform

tabelului:

Fabrica | Chitila | Colentina | Perig
Cahle |. 1| 1 2 3
mici 1 X11 X12 X13
mijlocii 2 X2 X2 X23
mari 3 X3 X32 X33

Conditiile impuse se pot traduce matematic prin restrictiile:

X T X1 + X371 _ Xjp + Xy + X35 _ Xy3 + X3
500 600 300

X11 + X1 +X31 £500
X12 + X2z + X32 < 600 - fabricile nu pot produce mai mult decét productia maxima posibila
X113t X23 + X33 <300
1,44x11 +2,25%; + 4x31 < 810
1,44x15 + 2,25%0) + 4x30 < 720
1,44X13 + 2,25X23 + 4X33 <315
X11 + X2 + X33 <500
X1 + X2 + X3 < 800 »nu are rost sa se produca mai mult decat s-a estimat ca se poate vinde
X371+ X372 + X33 < 600

xjj = 0 toate variabilele reprezinta cantitdti de cahle.

Obiectivul este maximizarea profitului, exprimat prin functia liniara:

(max)P = 90(X11 + X2+ X13) + 100(X21 + X + X23) + 120(X31 + X3 + X33)

Se obtine o problemd de programare liniarad cu 9 variabile, 2 restrictii de tip egalitate si 9
restrictii de tip "<". Dupa rezolvarea problemei se obtine unica solutie optima (exactd):

X33 o . y ..
3 (incdrcare uniforma a fabricilor)

fabricile nu pot stoca mai mult decat capacitatea
maxima de stocare

Chitila | Colentina | Peris

mici 0 | 206> |2032
27 27
mijlocii | 349> | 13012 | o7
63 27 27
mari 5 > 0 0
7

prin care se obtine profitul maxim P =94669%u.m.

Problema 3
Notam cu x;j cantitatea in tone din componenta de tipul i care va fi folosita la obtinerea

tipului de benzind j, conform tabelului:

Benzina | CO98 CO90 CO75

Componenta : J 1 2 3

CT 1 X11 X12 X13




RG 2 X21 X22 X23
RC 3 X31 X32 X33
NCs 4 X4 X42 X43
Conditiile impuse se pot traduce matematic prin restrictiile:

X11 < 0.3(X11 + X21 + X31 + X41)

X21 2 0.4(x11 + X21 + X31 + X41)

x31 < 0.5(x11 + X21 + X31 + X41)

X2 < 0.5(X12 + Xt X3+ x42)

X2 = 0.1(X12 + X+ X3+ X42)

x31 < 0.7(x13 + X23 + X33 + X43)

X11 + X2 + X33 <3000

Xo1 + X220 +X23 <2000

X31 + X372 + X33 <4000

X41 T X42 T X43 <1000

X13 + X3 + X33 + x43 23000

Xijj = 0

Obiectivul este maximizarea profitului, exprimat matematic prin functia:

8.5(x11 + xa1 + x31 + X41) + T(X12 + X2 + X32 + X42) T 6(X13 + X23 + X33 + X43) — S(X11 + X12
+X13) — 8(X21 + X22 + X23) — 6(x31 + X32 + X33) — 7(X41 + X42 + X43)

Prin rezolvarea problemei de programare liniara cu 11 necunoscute si 12 variabile rezul-
tatd, obtinem solutia optima data in tabelul de mai jos:

CO98 CO90 | CO75
CT 1400 2000 5600

3 3 3

G 5600 | 400 0

3 3

RC 7000 1600 3400

3 3 3

NCS5 0 0 0
Cantititi produse 14200 4(200 3000

prin care se obtine profitul maxim: P = 12000 u.m.

Problema 4
Notand cu x; = cantitatea ce va fi produsd din produsul P; j = 1...4, avem de rezolvat
problema de programare liniara:
max(3x, + 6x, +6x; +5x,)
3x, +2x, +3x;+4x, < 60

5% +6x, +2x,+7x, < 80
3%, +4x, +7x;+3x, < 90
2<x <202<x, <10
3<x, <251<x, <30
Prin rezolvarea acestei probleme se obtine solutia:
x| =2, %X =%, X3 =%, X4 = 1 care duce la un profit maxim de % uw.m.

Problema 5
Notand cu x, = cantitatea ce va fi produsa din sortimentul A si cu xg = cantitatea ce va fi
produsa din sortimentul B, avem de rezolvat problema de programare liniara:
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max(x, +xz)
0,2x, +0,8x,
04x,+x; <

IA

x,+04x, <

X4X5 20
Prin rezolvarea acestei probleme se obtine solutia:
XA = ﬂ ,» XB :ﬂ .
7 7

Aceastd solutie nu este evident acceptabila, deoarece fiecare variabild reprezintd un
numdr de produse ce trebuie fabricat, adica trebuie sd fie numaér intreg. Problema poate fi
rezolvata folosind metode de programare in numere intregi, totusi, in acest caz, fiind doar doua
variabile, putem folosi reprezentarea grafica pentru identificarea solutiei.

b x,

A(40/7,40/7)
A'(6,5)

In figura de mai sus, au fost reprezentate, in sistemul de coordonate (x;, X3), domeniul
solutiilor admisibile (poligonul hasurat), doud linii de nivel ale functiei obiectiv (liniile
punctate), solutia optima in numere reale A(40/7, 40/7), solutiile admisibile in numere intregi
(punctele ingrosate) si solutia optima in numere intregi A’(6,5) (ultimul punct din domeniul
solutiilor intregi atins de o linie de nivel in deplasarea lor in sensul dat de sageti) care duce la un
numar maxim de produse fabricare x4 + xg = 11.

Problema 6
Problema face parte din clasa problemelor de dietd, modelul matematic asociat fiind

problema de programare liniara:
min(240x; +25x, +17x; + 60x, +105x5 +110x,)
0,1x, +0,3x; + 0,1x, + x, > 0,08
0,5x, +0,02x; +0,3x, + x5 +x, = 0,24
0,4x, +0,55x, + 0,06x, +03x; > 0,23

x,20,j=1..6
Solutia optima este:
X1 =X4=X57X6=0,X2= ﬂ,mz 4
375 15
L. 244 .
care duce la un cost minim C = 5 16,2667 u.m./zixanimal.

vvvvv

priveste "gustul” (prin impunerea respectarii anumitor proportii intre alimentele folosite) sau prin
limitari inferioare si/sau superioare in ceea ce priveste cantitatile din fiecare aliment incorporate
in furaj. Ne putem imagina o rezolvare in care, de fiecare data cand rezulta un furaj inacceptabil,



sa identificam motivul pentru care nu este aplicabild solutia si sa introducem o restrictie
suplimentara care sa elimine aceastd solutie, pand cand se ajunge la o varianta acceptabila.

Problema 7
1. Forma standard:

(max) f=3-x; +2-x3+ 5x3+ 12-x4
3x, +2x, +x, +4x, +x;, =48
3x, +4x, +0x, +2x, —x, =81
2x, +3x, +5x, +3x, +x, =060

X1, X2, X3, X4, X5, X6 = 0
2. Duala:

(min) g =48-u; + 81-us + 60-u3
3u, +3u, +2u,; =23
2u, +4u, +3u, =22
u, +6u, +5u; =5
4u, +2u, +3u, =212

U120, 1<0,u3>0

3. Tabelul corespunzitor bazei optime este:

3 2 5 12 0 0 0 -M

ch | VB | xg | x1 | x2 | X3 | X4 X5 X6 X7 X3

3 X1 9 1 0 0 18 2 7 8 -7

2 X2 9 0 1 0 | -31 -3 -13 -15 13

5 X3 3 0 0 1 12 1 5 6 -5
60 0 0 0 40 5 20 24 M-20

deci solutia optima este xopt = (x1 = 9, X2 = 9, x3 = 3, x4 = 0), solutia dualei este formata din
acel z care corespund bazei unitate initiale (s, Xg $1 X7) adicd uop = (u1 = 5, up = -20, uz = 24),
pentru cele doud solutii obtindndu-se acelasi optim al celor douda probleme: max(f(x)) =

min(g(u)) = 60.

Observatie: Cele doua solutii se pot obtine mult mai usor folosind direct formulele lor de

calcul: xs =B'b si ug= ¢} B

Verificarea teoremei ecarturilor complementare se reduce la a verifica egalititile:

(3x, +2x, +x, +4x, -48)u, =0
(3x, +4x, +6x, +2x, —81)u, =0
(2x, +3x, +5x; +3x, —60)u, =0

(2u, +4u, +3u, —2)x, =0
(u, +6u, +5u, —5x, =0
(4u, +2u, +3u,; —12)x, =0

(3-94+2-9+3+4-0-48)-5=0
(3-9+4-9+6-3+2-0—81)-(-20)=0

(2:94+3-945-3+3-0-60)-24=0
Dupa inlocuire avem: (3-5+3-(-20)+2-24-3)-9=0 (Adevarat)

(2-5+4-(-20)+3-24-2)-9=0
(5+6-(-20)+5-24—5)-3=0
(4-5+2-(-20)+3-24—-12)-0=0

(3u, +3u, +2u, —3)x, =0 pentru solutiile optime gasite pentru primala si duala.
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4. Se verifica in primul rand daca noua restrictie este verificata de solutia optima actuala:
9<3+5 (Fals)
Deoarece nu este verificata se trece la cdutarea unei noi solutii optime.
Se rescrie sistemul de restrictii din forma standard folosind tabelul solutiei optime:
x, +18x, +2x, +7x, +8x, =9
X, -31x, —3x, -13x, —15x, =9
x, +12x, +1x, +5x, +6x, =3
din care se scot variabilele principale (X1, X2, X3) In functie de cele secundare (x4, Xs, X¢ X7):
x, =9-18x, —2x, —7x, —8x,
x, =9+ 31x, +3x, +13x, +15x,
x, =3—-12x, —1x, —5x, — 6x,
si se inlocuiesc 1n restrictia suplimentard x; < x3 + 5 rezultand ecuatia:
9—-18x, —2x, —7x, —8x, < 3-12x, —1Ix, —5x, —6x, + 5 &

—0x, —X; —2x, —2x, < -1

Se introduce o noua variabila de abatere x9 pentru a obtine egalitate:
—0x, —X; —2X, —2x, +x, =—1
si obtinem sistemul:
x, +18x, +2x, +7x, +8x, =9
X, - 31x, —3x; - 13x, —15x, =9
x, +12x, +1x, +5x, + 6x, =3
—0x, —X; —2x, —2x, +x, =—1
in care baza asociata variabilelor X, X,, X3 §1 X9 este matricea unitate .
Tabelul asociat acestei baze se obtine din fostul tabel optim addugand o linie (pentru noua

restrictie) si o coloana (pentru variabila de abatere x9). Coloana corespunzatoare fostei variabile
artificiale xg este eliminatd deoarece nu mai este necesara in rezolvare.

3025 ]12] 0 0 0 i 0
cy | VB | xp X1 | X | X3 | x4 X5 X6 X7 | X
3 | x| 9 |10 o 18] 2] 71 8 o
2 x | 9 o110/ 31] 3 |-13]-15 0
5 x3 0 o 1 [12] 1 | 5 | 6 | 0

60 0 0 0 | 40 5 20 24 ¢+ 0

Din acest tabel se observa ca solutia este dual admisibila dar nu este optima, deci va fi
necesara aplicarea algoritmului simplex dual pentru a rezolva problema.
Conform algoritmului simplex dual iese din baza xg si intra xs:

3025 12] 0 0 0 i 0
c, | VB | xp X1 | x| X3 | x4 X5 X6 X7 X9
3 X] 7 1 0 0 0 4 4 2
2 Xo 12 0 1 0 | -13 0 -7 -9 -3
S lx 2 10 10 1 6 | 0 | 3| 4 L1
0 X3 1 0 0 0 6 1 2 2 -1
55 0 0 0 10 0 10 14




si se obtine noua solutie optima: xopt = (x1 = 7, x2 = 12, x3 = 2, x4 = 0) si noul optim
max(f{x)) = 55.

48+34
5.Pentrub=b(h)=| 81-4 | sibazaB=(a', a%, a’) obtinem solutia:
60+24
x = 9+294
xg(L) =B b(h) = x, =9-522
x, =3+204

Deoarece vectorul A nu se schimba solutia va fi optimd daca si numai daca xg(A) > 0

adica:
9+294 >0 3 9
9-521>20 SAe[——,—
3+201 >0 2052
Problemele 8 — 14
8 9 10 11 12 13 14
X1:1 X1:1 X1:4 X1:5 X1:4 X1:4 X1:3
¥ X2=12 X2=3 X2=1 X2=3 X2=85 X2=13 X2=2
B X3:4 X3:2 X3:8 X3:2 X3:2 X3:1 X3:8
X4=0 X4=0 X4=0 X4=0 X4=0 X4=0 X4=0
u1=8 u1=1 u1=16 u1=4 u1=7 u1=1 u1=8
ug |up=-6 Uy =-3 u=-8 uy = -1 U =-2 u =-10 uy=-2
u3=1 u3=9 u3=12 u3=4 u3=18 u3=20 u3=4
X1:1,25 X1:3 X1:9 X1:3 X1:2 X1:1/3 X1:4,5
noul XB X2 = 13,5 Xy = 3 Xy = 0 X2 =4 X2 = 85 Xy = 41/3 Xy = 0,125
X3 = 0,125 X3 = 0 X3 = 5 X3 = 0 X3 = 3 X3 = 17/3 X3 = 7,25
X4 = 0,125 X4 = 0 X4 = 1 X4 = 1 X4 = 1 X4 = 1/3 X4 = 0,375
1 4 1 2 1 4 4 4 2 18 1 57 1
ah 3’5] [ 38’45][ 15’57] : 15’5] [ 3’4] : 7’64] [4’6]

Problema 15

Aplicand algoritmul simplex se ajunge la tabelul final:

6 4 12 0 0 0 0
cy | VB | xp X; | x| X3 | x4 X5 X6 X7
6 X1 6 1 0 0 0 2/19 | 1/19 | 2/19
4 X 4 0 1 0 0 |-3/19| 2/19 0
12 X3 4 0 0 1 0 0 2/19 | -1/19
0 X4 4 0 0 0 1 |28/19|-2/19 |-21/19

100 0 0 0 0 0 2 0

Deoarece 1n afarda de A corespunzitori bazei mai exista As si A7 egali cu zero rezulta ca
problema admite solutie multipla. Celelalte solutii optime de baza se gasesc introducand succesiv
in baza variabilele xs si x7, obtindndu-se in final 4 solutii de baza:
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x, =6 x, :407 x, =4 X, :39%9

. X2:4 2 X2:317 3 X3:7 4 X3:27%9
X = ,X - ’X - 9X -

x, =4 X5 =4 Xy =067 X :127%9

X4 :4 X5 _197 X7 :57 X7 :152%9

Multimea solutiilor optime a problemei este formata din toate combinatiile convexe ale
celor patru solutii optime de baza de mai sus.

Problema 16

Introducem variabilele de abatere sy, 52, 53 si 54 in cele 4 ecuatii si variabilele artificiale a,
si a3 in ecuatiile 2 si 3 pentru a obtine matricea unitate ca baza initiala:
(max) f=3x -y +2z
x+ y+s5, =4
ytg—s,ta, =3
X+ y+z—s5,+a, =7
y+2z+s5, =5

X, Y, Z, S1, 82, 83, S4, a2, a3 >0

Tabelul simplex asociat acestei baze este:

3 -1 2 0 0 0 0 -M -M

Cy VB XRB X y z Si S2 S3 S4 a as
0 S1 4 1 1 0 1 0 0 0 0 0
-M | a 3 0 1 1 0 -1 0 0 1 0
-M | a3 7 1 1 1 0 0 -1 0 0 1
0 S4 5 0 1 2 0 0 0 1 0 0
-10M |-M-3 |-2M+1|-2M-2| 0 M M 0 0 0

Conform algoritmului simplex primal intrd in baza variabila y si iese variabila a, (este
perechea care corespunde celei mai mari cresteri a functiei obiectiv), dupa pivotare obtinandu-se
tabelul simplex:

3 -1 2 0 0 0 0 -M -M
cy | VB | xp X y z S| Sy S3 S4 a a3
0 si | 1L | 1] 0 <1 1] 1o o0 1o
d ] y | 3 0| 1 I 0| -1 ] 0 | 0 | o0
M| a5 | 4 | 1] 0] 0 | 0] 1 | -1 ] 0 | 1|1
0 S4 2 0 0 1 0 1 0 1 -1 0
-4AM-3|-M-3| 0 -3 0 |[-M+1| M 0 2M-1 0

Solutia nu este optima si conform algoritmului simplex intra variabila x in locul variabilei
si, obtinandu-se noul tabel:

3 -1 0 0 0 0 -M -M
Cg VB XB X y Z S1 S2 S3 S4 ay as
3 X 1 1 0 -1 1 1 0 0 -1 0
-1 y 3 0 1 | 0 -1 0 0 | 0
-M | a3 3 0 0 1 -1 0 -1 0 0 1
0 S4 2 0 0 1 0 1 0 1 -1 0
M| 0 0 -M-6 |M+3| 4 M 0 M-4 0




Solutia nu este optima, intra z in locul lui s4 si obtinem tabelul:

3 -1 2 0 0 0 0 -M -M
cy | VB | xp X y z S| S» S3 S4 a a3
3 X 3 1 0 0 1 2 0 1 -2 0
-1 y 1 0 1 0 -2 0 -1 2 0
-M as 1 0 0 0 -1 -1 -1 -1 1 1
2 z 2 0 0 1 1 0 1 -1 0
-M+12| 0 0 0 M+3|M+10] M M+6 | 2M-2 0

In acest tabel avem toti A pozitivi si cum in solutia optimd mai avem inca variabile
artificiale nenule (a; = 1) rezulta ca problema initiald nu are solutii admisibile.

Problemele 17, 18, 19
Nu au solutie
Problema 20



