Bazele cercetarii operationale

ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR

1. Notiuni generale

In general, pentru situatiile care necesita la rezolvare un oarecare efort mintal (si un caz tipic
este cel al celor din economie), se cautd, in primul rand, o metodd de reprezentare a lor care sa
permitd receptarea intregii probleme dintr-o privire (pe cét posibil) si prin care sa se evidentieze cat
mai clar toate aspectele acesteia.

In acest scop se folosesc imagini grafice gen diagrame, schite, grafice etc. O reprezentare
dintre cele mai utilizate este cea prin grafuri. Acestea sunt utilizate in special pentru vizualizarea
sistemelor si situatiilor complexe. In general, vom reprezenta componentele acestora prin puncte in
plan iar relatiile (legaturile, dependentele, influentele etc) dintre componente prin arce de curba cu
extremititile in punctele corespunzitoare. Intre doua puncte pot exista unul sau mai multe segmente
(in functie de cate relatii dintre acestea, care ne intereseaza, existd) iar segmentelor li se pot asocia
sau nu orientdri (dupa cum se influenteaza cele doua componente intre ele), numere care sa exprime
intensitatea relatiilor dintre componente etc.

Este evident, totusi, ca aceasta metoda are limite, atat din punct de vedere uman (prea multe
puncte si segmente vor face desenul atat de complicat incat se va pierde chiar scopul pentru care a
fost creat — claritatea si simplitatea reprezentarii, aceasta devenind neinteligibild) cat si din punct de
vedere al tehnicii de calcul (un calculator nu poate "privi" un desen ca un om).

Din acest motiv, aldturi de expunerea naiv-intuitiva a ceea ce este un graf, datd mai sus, se
impune atat o definitie riguroasa cat si alte modalitati de reprezentare a acestora, adecvate in general
rezolvarilor matematice.

Definitia 1 Se numeste multigraf un triplet G = (X, A, f) in care X si A sunt doud multimi
iar f este o functie, definitd pe produsul vectorial al lui X cu el Insusi (X? = XxX), care ia valori in
multimea partilor multimii A (notatd P(A))

Multimea X se numeste multimea nodurilor multigrafului si elementele sale se numesc
noduri (sau varfuri) ale multigrafului, iar A reprezinta multimea relatiilor (legaturilor) posibile intre
doua noduri ale multigrafului.

Definitia 2 Se numeste graf orientat un multigraf in care multimea A are un singur
element: A = {a}.

In acest caz multimea partilor multimii A are doar doui elemente: multimea vidi @ si
intreaga multime A. Daca unei perechi orientate (x;, X;j) din X? i se asociazi prin functia f multimea
A atunci spunem ca existd arc de la nodul x; la nodul x; iar perechea (x;,X;) se va numi arcul (X;,X;).
Nodul x; se numeste nod initial sau extremitate initiald a arcului (x;,;) iar nodul x; se numeste
nod final sau extremitate finala a arcului (x;,x;). Arcul (x;,X;) este incident spre interior varfului
x; si incident spre exterior varfului x;. Daca pentru un arc nodul initial coincide cu nodul final
atunci acesta se numeste bucli. Nodurile x; si X; se vor numi adiacente daca existd cel putin unul
din arcele (x;,x;) si (Xj,Xi).

Daca unei perechi orientate (X;, xj) din X? i se asociaza prin functia f multimea vida &
atunci spunem cd nu existd arc de la nodul x; la nodul x;.

Este evident cd a cunoaste un graf orientat este echivalent cu a cunoaste varfurile si arcele
sale. Din acest motiv putem defini un graf orientat prin perechea (X,U), unde X este multimea
varfurilor sale iar U multimea arcelor sale.

De asemenea, putem cunoaste un graf orientat cunoscdnd multimea nodurilor si, pentru
fiecare nod, multimea arcelor incidente spre exterior. Din acest motiv putem defini un graf orientat
ca o pereche (X,I') unde X este perechea nodurilor iar I' este o functie definitd pe X cu valori in
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multimea partilor lui X, valoarea acesteia intr-un nod x;, I'(xj) < X fiind multimea nodurilor
adiacente nodului x;, prin arce pentru care X; este extremitatea initiala.

Definitia 3 Se numeste graf neorientat un multigraf in care multimea A are un singur
element iar functia f'are proprietatea:

M xi,x7)] = f(xj,xi)] , oricare ar fi nodurile x; s1 x; din X

In aceste conditii, daca M xi,x5)] = fl(x5,X))] = A atunci perechea neorientatd {x;,X;} este o
muchie iar dacd f[(x;,xj)] = f[(x,xi)] = & spunem cd nu existd muchie Intre varfurile x; si x;.

Deoarece, in cele mai multe din cazurile practice care vor fi analizate in acest capitol,
situatia este modelata matematic printr-un graf orientat, vom folosi, pentru simplificarea expunerii,
denumirea de graf in locul celei de graf orientat iar in cazul in care graful este neorientat vom
specifica acest fapt la momentul respectiv.

2. Moduri de reprezentare ale unui graf

A. O primad modalitate de reprezentare este listarea efectiva a tuturor nodurilor si a arcelor
sale.

B. Putem reprezenta graful dand pentru fiecare nod multimea nodurilor cu care formeaza
arce in care el este pe prima pozitie.

C. Putem reprezenta geometric graful, printr-un desen in plan, reprezentand fiecare nod
printr-un punct(cerculet) si fiecare arc printr-un segment de curba care are ca extremitati
nodurile arcului §i pe care este trecutd o sageatd orientatd de la nodul initial spre cel
final.

D. Putem folosi o reprezentare geometrica in care nodurile sunt reprezentate de doua ori, in
doua siruri paralele, de la fiecare nod din unul din siruri plecand sageti spre nodurile cu
care formeaza arce in care el este pe prima pozitie, de pe al doilea sir (reprezentarea prin
corespondenta).

E. Un graf poate fi reprezentat printr-o matrice patraticd booleana, de dimensiune egald cu
numarul de noduri, in care o pozitie a;; va fi 1 daca exista arcul (x;,xj) si 0 in caz contrar,
numitd matricea adiacentelor directe.

F. Un graf poate fi reprezentat printr-o matrice patratica latina, de dimensiune egala cu
numarul de noduri, in care pe o pozitie a;j va fi x;x; daca exista arcul (x;,X;) si 0 in caz
contrar.

Exemplu: Daca in reprezentarea A avem graful G = (X,U), unde X = {x;, Xz, X3, X4, X5, X¢}

si U = {(x1,x1), (X1,X2), (X1,X4), (X1,X5), (X2,X3), (X2,Xa), (X2,Xe), (X3,X1), (X3,X2), (X4,X5), (X5,X2),
(x6,X4)}, atunci in celelalte reprezentari vom avea:

B X] — {X], X2, X4, X5} C
Xy — {X3, X4, X6}
X3 = {Xi, X2}
X4 — {X5}
X5 —> {Xz}
X6 — {X4}

D (reprezentarea prin corespondentd)
X1 X2 X3 X4 X5 X6
@)
X1 X2 X3 X4 X5 X6
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E

A A

10.
. drum elementar: un drum in care fiecare nod apare o singura data;
12.
13.

14.
15.
16.
17.
. circuit elementar: un drum in care fiecare nod apare o singurd datd, cu exceptia celui

18

19.
20.
21.
22.

23.

24.
25.

X1 X2 X3 X4 X5 Xg F X1 X2 X3 X4 X5 Xp
x9{1]1]0]1]1]0 X1 [KixxiXg 0 [x;x4x;x4 O
x[0[0]1|1]0]1 X2| 0| 0 [XoXgxoxq O XX
x3/1(1]0]0[0]0 X3 [X3x{x3x4 0| 0| 0] 0
x4[010]0(0|11]0 X4/ 01 0] 0|0 [xqxg O
xs|0]1]0[0]0]0 X5| O xsx4 00|00
X6/ 0]0]0]1]0]0 Xe| 0] 0] 0 |xexq 00

Concepte de baza in teoria grafurilor

semigraf interior al unui nod xi: este multimea arcelor U, = {(xj,x)/ (Xj,x) € U} care
sunt incidente spre interior nodului xi;
semigraf exterior al unui nod xi: este multimea arcelor U:k = {(xx,Xi)/ (Xx,X;) € U} care

sunt incidente spre exterior nodului x;
semigradul interior al unui nod xi: este numarul arcelor care sunt incidente spre interior

nodului xi = cardinalul lui U, si se noteazd cu o, ;
semigradul exterior al unui nod xi: este numarul arcelor care sunt incidente spre
exterior nodului x, = cardinalul lui U, si se noteaza cu dy, ;

gradul unui nod xy: este suma semigradelor nodului x: 5, = & wtoss

nod izolat: este un nod cu gradul 0;

nod suspendat: este un nod cu gradul 1;

arce adiacente: arce care au o extremitate comuna;

drum intr-un graf: o multime ordonatd de noduri ale grafului: (x;, Xz, ..., Xx), cu
proprietatea ca exista in graf toate arcele de forma (x;,xj+1) 1= 1,....k-1;

lungimea unui drum: este numarul arcelor care il formeaza;

drum simplu: un drum in care fiecare arc apare o singura data;
putere de atingere a unui nod x; € X 1n graful G: numarul de noduri la care se poate
ajunge din x;. Puterea de atingere se noteaza cu p(Xi), I <1< n si evident p(xj) > 5; .

drum hamiltonian: un drum elementar care trece prin toate nodurile grafului;
drum eulerian: un drum simplu care contine toate arcele grafului;

lant: un drum in care arcele nu au neapdrat acelasi sens de parcurgere;
circuit: un drum in care nodul initial coincide cu cel final;

final, care coincide cu cel initial;
circuit simplu: un drum in care fiecare arc apare o singura data;
circuit hamiltonian: un circuit care trece prin toate nodurile grafului;
ciclu: este un circuit in care arcele nu au neaparat acelasi sens de parcurgere;
ciclu elementar: un ciclu in care fiecare nod apare o singura datd, cu exceptia celui
final, care coincide cu cel initial;
ciclu simplu: un ciclu in care fiecare arc apare o singura data;
Observatie: Intr-un graf neorientat notiunile de drum si lant sunt echivalente si de
asemenea cele de circuit si ciclu.
graf partial al unui graf G = (X,U): este un graf G'(X,U") cu U' c U;
subgraf al unui graf G = (X,I'): este un graf G'(X',I"") unde X' < X si I''(x;) = ['(x;) N X'
pentru orice x; € X';
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26. graf redus al unui graf G = (X,U): este un graf G*(X*,U*) unde X' este formatd din
multimile unei partitii de multimi nevide ale lui X, iar (XT,X?) existd doar dacd i #j si

existd cel putin un arc in U, de la un nod din X la un nod din Xj.

27. graf tare conex: este un graf in care intre oricare doua noduri exista cel putin un drum;
28. graf simplu conex: este un graf in care intre oricare doud noduri existad cel putin un lant;
Observatie: Pentru grafuri neorientat notiunile de tare conex si simplu conex sunt
echivalente, graful numindu-se doar conex;

29. componenta tare conexa a unui graf G = (X,U): este un subgraf al lui G care este tare
conex §i nu este subgraful nici unui alt subgraf tare conex al lui G (altfel spus, intre
oricare doud noduri din componenta exista cel putin un drum si nu mai exista nici un nod
in afara componentei legat printr-un drum de un nod al componentei).

4. Gasirea drumurilor intr-un graf orientat

Daca privim graful ca imagine a unui sistem, nodurile reprezentdnd componentele sistemu-
lui, atunci o interpretare imediatd a unui arc (x;X;) este ca, componenta X; influenteaza direct
componenta X;. Daca nodurile au semnificatia de stari posibile ale unui sistem atunci un arc (X;,X;)
semnifica faptul ca sistemul poate trece direct din starea x; in starea x;. In ambele cazuri se vede ci
avem de-a face doar cu informatii despre legaturi directe; totusi, chiar daca o componenta x; nu
influenteazad direct componenta x; ea o poate influenta prin intermediul altor componente, existand
un sir de componente intermediare: X; X ,..., Xi, fiecare influentdnd-o direct pe urmatoarea si x;
direct pe x; 1ar xi direct pe x;. Astfel, daca dintr-o stare x; nu se poate trece direct intr-o stare X; s-ar
putea totusi in mai multe etape, prin alte stari intermediare. Deoarece gésirea acestor influente sau
treceri posibile este de obicei foarte importantd iar pentru un sistem cu mii sau zeci de mii de
componente acest lucru nu mai poate fi facut "din ochi", este necesard formalizarea notiunii de
"influente" si "treceri" posibile, nu neaparat directe. Acest lucru a si fost facut mai sus, deoarece
este evident cd "x; influenteazd x;" sau "din starea x; se poate trece in starea x;" este echivalent cu
existenta in graf a unui drum de la nodul x; la nodul x;.

In continuare vom da un algoritm prin care putem gisi toate drumurile dintr-un graf orientat
cu un numar finit de noduri.

Pasul 1. Se construieste matricea booleand a adiacentelor directe corespunzatoare grafului, notata
cu A. In aceasta se afld, evident, toate drumurile de lungime 1.

Este interesant de vazut ce legaturd exista intre aceastd matrice si drumurile de lungime 2.
Fie doud noduri x; si Xx; oarecare din graf. Existenta unui drum de lungime 2 intre ele presupune
existenta unui nod xy, din graf, cu proprietatea ca exista atat arcul (xj,xy) cat si arcul (x;,xx). Pentru a
vedea daca acesta exista, ludm pe rand fiecare nod al grafului si verificim daca exista sau nu ambele
arce ((xi,Xx) si (Xi,Xx)). Aceasta este echivalent cu a verifica daca, In matricea booleana a adiacente-
lor directe, exista vreun indice k astfel incat elementul k al liniei i si elementul k al coloanei j sa fie
ambele egale cu 1. Daca folosim operatiile algebrei booleene de adunare si inmultire:

+ o 1 x [0 1
0o 1 0o o
1|1 1 1 |0 1

atunci verificdrile de mai sus sunt echivalente cu a verifica daca elementul de pe pozitia (i,j) din A’
este egal cu 1. Valoarea 1 spune doar ca existd cel putin un drum de lungime 2 de la x; la x;. Daca
dorim sd vedem si cate sunt, vom folosi regulile de inmultire i adunare obisnuita.

De asemenea, se poate observa cd existenta unui drum de lungime 3 de la x; la x; presupune
existenta unui nod xy astfel incat sa existe un drum de lungime 2 de la x; la xi 1 un arc de la xi la x;,
care este echivalent cu a verifica daca exista vreun indice k astfel incat elementul k al liniei i din
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matricea A’ si elementul k al coloanei j din A sunt ambele egale cu 1 sau, mai simplu, daci
elementul (i,j) din A’ este 1.

Din cele de mai sus se observa ca existenta drumurilor de lungime k este datd de valorile
matricei A¥, dacd s-au folosit regulile algebrei booleene si numarul lor este dat de A, daca s-au
folosit regulile obignuite.

Pasul 2. Vom calcula succesiv puterile lui A pani la puterea A™"

Daca intre nodurile x; §i X; existd un drum de lungime > n atunci el va contine un numar de
noduri mai mare sau egal nu n+1 si, cum in graf sunt doar n varfuri, este clar ca cel putin unul, sa
zicem X, va aparea de doud ori. Vom avea in acest caz un drum de la x; pana la prima aparitie a lui
Xk, §1 un drum de la ultima aparitie a lui x; la X;. Eliminand toate nodurile dintre prima aparitie a lui
Xk §1 ultima aparitie a sa vom obtine un drum de la x; la x;, in care x apare o singura datd. Aplicand
acest procedeu pentru toate nodurile care apar de mai multe ori pe drum, vom obtine un drum de la
x; la xj, in care fiecare nod apare o singurd datd (deci un drum elementar), care are evident cel mult
n-1 arce. In concluzie, daci exista vreun drum de la x; la X; atunci existd si un drum elementar si,
deci, va exista o putere a lui A, intre A' si A™', in care pozitia (i,j) este diferitd de 0. Pentru
deciderea existentei unui drum intre oricare doud noduri este suficientd, deci, calcularea doar a
primelor n-1 puteri ale lui A.

Pasul 3. Se calculeazi matriceaD = A + A2+ ... + A™!

Daca ne intereseaza doar existenta drumurilor dintre noduri, nu si numarul lor, vom folosi
inmultirea si adunarea booleana si conform observatiei de mai sus:

1 dacaexistacel putinundrumde x; lax.
dij = - e e ! )
0 dacanuexista niciundrumde x; la x;

In acest caz, observand ci:
A(AF I)niz - Cg—z A +CL—2 A%+ Cr21—2 At Cﬁj A=A+ ATHA LA =D

rezultd ca e suficient sa calculdm doar puterea n-2 a matricei A + I si apoi s-o inmultim cu A.
Avantajul acestei metode, in ceea ce priveste economia de timp, este sustinut si de urmatoarea
observatie: daca D contine toate perechile de arce intre care exista drum atunci:

D=(A+A*+ ..+ A" )+ A"+ A"+ + A" =Doricarear fik>0 =
SAA+D)*F=(A+ AT+ A +HA A+ A =D=A AT
SAA+ D) = A(A+ D" oricare ar fik > 0

deci de la puterea k = n-2 toate matricile A* sunt egale. Putem, deci, calcula direct orice putere a lui

A+I mai mare sau egala cu n-1 (de exemplu calculand (A+1)>, (A+D)*, (A+D)%, ..., (A + I)2r , T fiind

prima putere a lui 2 pentru care 2 > n-2).

Procedeul de mai sus nu asigura decat aflarea faptului daca existd sau nu drum intre doua
noduri, eventual ce lungime are si cate sunt de aceastd lungime. Totusi, in problemele practice cel
mai important este sa stim care sunt efectiv aceste drumuri. Deoarece toate drumurile pot fi
descompuse 1n drumuri elementare si in problemele practice in general acestea sunt cele care
intereseazd, pasii urmatori ai algoritmului vor fi dedicati gasirii lor. Pentru gasirea acestora se
foloseste reprezentarea grafului prin matricea latinad de la cazul F.

Pasul 4. Construim matricea latina L asociata grafului, unde:
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i X;x; daca exista arcul (xi X | )
Y00 daca nu exista arcul |x;, x;; )
si matricea L, definita prin:

]
0 dacanuexistaarcul [x;,x j)

~ {x - daca exista arcul (x;, x j)
j
numitd matricea latina redusa.

Gasirea unui drum de lungime 2 de la x; la X; presupune gdsirea unui nod cu proprietatea ca
exista arcele (Xi,Xk) $1 (Xi,Xj) $1 memorarea vectorului (xi, Xy, Xj). Aceasta este echivalent cu a gasi
un indice k astfel incat elementul de pe poz1t1a k a liniei i, din matricea L, sa fie x;,xx si elementul
de pe pozitia k al coloanei j, din matricea L, sa fie xj. Vom Inmulti deci matricea L cu matricea L,
folosind insa niste reguli de calcul speciale, numite Tnmultire si adunare latina.

Definitia 1: Se numeste alfabet o multime de semne numite simboluri sau litere {s/icl}
unde I este o multime oarecare de indici, finitd sau nu.

Definifia 2: Se numeste cuvant un sir finit de simboluri notat s; s ...s; .

Definitia 3: Se numeste inmultire latina o operatie definitd pe multimea cuvintelor unui
alfabet, notata "x, ", astfel:

SIISIZ ...Sin SJISJZ “SJm - SIISIZ ...SinSjIsz ...Sjm

(produsul a doud cuvinte se obtine prin concatenarea lor)
inmul[:irea latind este asociativd, are ca element neutru cuvantul vid, nu e
comutativa si un element este inversabil doar daca este cuvantul vid.
Definitia 3: Se numeste adunare latind o functie definitd pe multimea cuvintelor unui
alfabet cu valori in multimea partilor multimi cuvintelor, notatd "+, " astfel:

8i, i, -+,
SilsiZ "'Si +L Jl JZ .S 'm_ S. S, S,

i1%52 7 jm
(suma a douad cuvinte este multimea formata din cele doud cuvinte)

Pasul 5. Se calculeaza succesiv matricile:
L’=Lx, L , L’=L?x, L , .. ,L"'=L'%, L

folosind operatiile de inmultire si adunare latina, alfabetul fiind multimea nodurilor grafului, unde
operatia de inmultire este usor modificata, produsul dintre doua elemente ale matricilor fiind 0, daca
unul dintre ele este 0 sau au un nod comun si este produsul latin al lor, in caz contrar.

Din felul cum a fost construiti, matricea L* va contine toate drumurile elementare de
lungime k. Cum un drum elementar poate avea cel mult n noduri (cate are graful cu totul) rezulta
ca:

— primele n-1 puteri ale lui L contin toate drumurile elementare din graf;

— puterile lui L mai mari sau egale cu n au toate elementele egale cu 0;

— matricea L™ contine toate drumurile hamiltoniene din graf (daca exista).

Observatie: Deoarece obtinerea matricii D prin metoda de mai sus presupune un volum
foarte mare de calcule (de exemplu, dacda graful are 100 de noduri, ridicarea unei matrici de

100x100 la puterea 100) pentru obtinerea acesteia se poate aplica si urmatorul algoritm:

Pas 1. Se construieste matricea de adiacenta A;
Pas 2. Pentru fiecare linie i se adund boolean la aceasta toate liniile j pentru care a;; = 1.
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Pas 3. Se reia pasul 2 pana cand, dupa o aplicare a acestuia, matricea ramane aceeasi (nu
mai apare nici un 1)

Ultima matrice obtinuta este matricea drumurilor D numitd i matricea conexiunilor totale.

Aceastd metoda, desi mai simplad nu spune nsa si care sunt aceste drumuri, pentru gasirea
lor aplicandu-se, de exemplu, Tnmultirea latina
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5. ARBORI. Problema arborelui de valoare optima
In acest subcapitol grafurile vor fi considerate neorientate.
5.1. Notiunea de arbore

Un arbore este un graf neorientat, finit, conex si fard cicluri. Grafurile din fig. 4.1. sunt

b) ©)

Figura 4.1

Studiul arborilor este justificat de existenta in practicd a unui numar mare de probleme care
pot fi modelate prin arbori. Dintre acestea amintim:

1. construirea unor retele de aprovizionare cu apa potabild (sau cu energie electrica sau
termica etc) a unor puncte de consum, de la un punct central;

2. construirea unor cai de acces Intre mai multe puncte izolate;

3. desfasurarea unui joc strategic;

4. luarea deciziilor in mai multe etape (arbori decizionali);

5. evolutii posibile ale unui sistem pornind de la o stare initiala;

6. construirea unei retele telefonice radiale, a unei retele de relee electrice;

7. legarea intr-o retea a unui numar mare de calculatoare;

8. organigramele Intreprinderilor;

9. studiul circuitelor electrice in electrotehnica (grafe de fluenta etc);

10. schemele bloc ale programelor pentru calculatoare etc.

In toate problemele de mai sus se doreste ca, dintre muchiile unui graf neorientat, si se
extragd arborele optim din multimea tuturor arborilor care pot fi extrasi din graful dat.

Deoarece definitia arborelui este dificil de aplicat pentru deciderea faptului cd un graf este
arbore sau nu (si In special sunt greu de verificat conexitatea si mai ales existenta ciclurilor) exista
mai multe caracterizari posibile ale unui arbore, acestea fiind date de teorema de mai jos:

Teorema. Daca H este un graf neorientat finit, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) H este arbore;

2) H nu contine cicluri si, daca se unesc printr-o muchie doud noduri neadiacente, se
formeaza un ciclu (si numai unul). Arborele este, deci, pentru o multime de noduri data,
graful cu numarul maxim de arce astfel incat sa se pastreze proprietatea ca nu are cicluri);

3) H este conex si dacd 1 se suprima o muchie se creeaza doud componente conexe (arborele
este graful conex cu numarul minim de arce);
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4) H este conex si are n-1 muchii;
5) Heste fara cicluri si are n-1 muchii;
6) Orice pereche de noduri este legata printr-un lant si numai unul.

Demonstratie :

1)= 2). intre cele doud noduri adiacente noii muchii introduse exista deja un drum in fostul graf.

2)=3).

3)=4).

4)=3).

5)=6).

6)=1).

Acest drum, impreund cu noul arc va forma evident un ciclu si afirmatia 2) a fost
demonstrata.

Pentru oricare doud varfuri neunite printr-o muchie, addugand muchia dintre cele doua
varfuri s-ar crea, conform ipotezei, un ciclu care contine aceastd muchie, deci doua
drumuri intre cele doud noduri, din care unul nu contine noua muchie, adica in graful
initial exista un drum intre cele doud noduri. Daca nu exista cicluri inseamna ca intre
oricare doud noduri existd un singur drum. Pentru doud noduri unite printr-o muchie,
aceasta este chiar drumul corespunzator celor doua noduri. Dacd suprimdm aceastd muchie
intre cele doud noduri nu va mai exista nici un drum, formandu-se doud componente
conexe.
Demonstratia se face prin inductie dupa n = numarul de noduri ale grafului. Pentru n=2 este
evident. Presupunem afirmatia adevaratd pentru toate grafurile cu cel mult n noduri. Daca
graful are n+1 noduri, prin suprimarea unei muchii se formeaza doud componente conexe
fiecare avand cel mult n noduri (n; £ n, n; <n sin; +n, =n+tl) si deci au n; — 1 respectiv
ny — 1 muchii. In concluzie graful initial a avut (n; — 1) + (n; — 1) +1 =n; + ny — 1= (n+1)-1
muchii, ceea ce era de demonstrat.
Daca ar avea un ciclu atunci prin suprimarea unui arc al acestuia ar ramane de asemenea
conex. Elimindm acest arc apoi repetdm procedeul pentru graful partial rdmas si tot asa
pani cand nu mai rimane nici un ciclu. In acest moment graful rimas este conex si nu are
cicluri deci este arbore si deci are n-1 arce, in contradictie cu faptul ca el avea n-1 arce
inainte de a incepe suprimarea arcelor;
Daca intre doud noduri ar exista doud drumuri atunci acestea ar forma la un loc un ciclu.
Deci intre 2 noduri este cel mult un drum. Daca intre doua noduri nu ar exista nici un drum
ar fi cel putin doud componente conexe in graf, fiecare fiind arbore (pentru ca nu exista
cicluri) si deci fiecare ar avea un numar de arce cu 1 mai mic decat numarul de noduri.
Facand adunarea, ar rezulta ca in graf sunt strict mai putin de n-1 arce.

Daca H ar avea un ciclu, intre doud noduri ale acestuia ar exista doud lanturi, in
contradictie cu ipoteza.

Presupunem ca avem un graf pentru care am verificat deja dacd este conex. Dacd nu este

atunci acesta, evident, nu are nici un graf partial care sa fie arbore.

Presupunem de asemenea ca fiecarei muchii 1i este asociatd o valoare reala.
5.2. Algoritmi pentru gasirea arborelui de valoare optima

Vom da mai jos trei algoritmi pentru determinarea unui graf partial al grafului, care sa fie

arbore si pentru care suma valorilor arcelor sale sa fie minima (sau maxima).

Toti algoritmii descrisi In continuare extrag arborele prin colectarea una cate una a muchiilor

acestuia.

A. Algoritmul lui Kruskal

Pasul 1. Dintre toate muchiile grafului se alege muchia de valoare minima (maximd). Daca

minimul este multiplu se alege la intdmplare una din muchiile respective. Deoarece acest
"la intamplare" trebuie cumva tradus in limbajul calculatorului, in cazul implementarii unui

119



Elemente de teoria grafurilor

program bazat pe acest algoritm, vom perturba din start valorile muchiilor, la k muchii cu
aceiagi valoare V adunand respectiv valorile g, 2¢, ... , ke, unde € este foarte mic (in orice
caz, ke mai mic decat diferenta dintre valoarea acestor arce si valoarea imediat superioara a
unui arc), pozitiv.

Pasul 2. Dintre toate muchiile ramase, se alege cea de valoare minima (maxima);

Pasul 3. Dintre toate muchiile ramase, se alege cea de valoare minima (maxima), astfel incat sa nu
se formeze cicluri cu cele deja alese;

Pasul 4. Se reia algoritmul de la pasul 3 pana se colecteaza n-1 muchii.

Desi s-a demonstrat ca algoritmul gaseste intotdeauna arborele optim, el are dezavantajul ca
este foarte laborios (de fiecare data trebuie calculat minimul unei multimi mari sau foarte mari —
existd situatii n practicd in care graful are sute de mii de arce) si, in plus, trebuie aplicat un algoritm
special ca sd respectam conditia de a nu se forma cicluri, la alegerea unui nou arc.

O metoda posibila este ca, dupa adaugarea fiecarui arc, sa se imparta graful In componente
conexe s1 sa alegem apoi un arc care nu are ambele extremitatile in aceeasi componenta conexa.

De asemenea este clar cd, in cazul existentei arcelor de valori egale, deoarece se alege la
intamplare, exista mai multe variante de evolutie a alegerii arcelor. Totusi, cu toate ca pot fi mai
multe grafuri la care se poate ajunge prin acest algoritm, ele vor avea toate aceeasi valoare (minima
(sau maxima) posibild).

B. Algoritmul lui Sollin

Pasul 1. Pentru fiecare nod se alege muchia adiacenta de valoare minima (maxima).

Pasul 2. Se evidentiazd componentele conexe, existente in graful partial format din arcele alese
pana 1n acest moment.

Pasul 3. Pentru fiecare componentd conexd se alege muchia adiacentd de valoare minima
(maxima). Prin muchie adiacentd unei componente conexe intelegem o muchie care are o
singura extremitate printre nodurile componentei respective.

Pasul 4. Se reia algoritmul de la pasul 2 pana ramane o singura componenta conexa. Aceasta este
arborele optim cautat.

Acest algoritm asigurd de asemenea gasirea arborelui optim, necesitd mult mai putine
calcule (la fiecare alegere se calculeaza minimul doar pentru muchiile adiacente unui singur nod),
evita automat formarea ciclurilor, dar, pentru grafuri foarte mari, la un moment dat pot exista atat de
multe componente conexe care trebuie memorate succesiv, incat calculul devine greoi sau, pe
calculator, depaseste posibilitatile de memorare ale calculatorului.

C. O varianta a algoritmului lui Kruskal

Pasul 1. Dintre toate muchiile grafului se alege cea de valoare minima (maxima);

Pasul 2. Dintre toate muchiile adiacente componentei conexe formata din arcele alese pana in acest
moment, se alege cea de valoare minima (maxima);

Pasul 3. Se reia pasul 2 pana se colectioneaza n-1 muchii.

Algoritmul are toate avantajele algoritmului lui Sollin si, in plus, lucreazd cu o singura
componentd conexa, fiind mult mai usor de implementat pe calculator si mult mai rapid in executie.

Exemplu: Administratia unei localitati montane a hotarat construirea unor linii de teleferic
care sa lege orasul de cele 8 puncte turistice importante din jurul acestuia. In urma unui studiu au
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fost puse in evidenta toate posibilitatile si costurile de conectare a obiectivele turistice intre ele si cu
orasul, acestea fiind prezentate 1n figura 4.2.

Se cere gasirea variantei de constructie de cost minim, care sd asigure accesul din oras la
oricare din obiectivele turistice.

Figura 4.2

Rezolvare

Conditia de cost minim implica doud obiective:

1. Sa se construiasca minimul de arce necesare;
2. Sa se construiasca cele mai ieftine legaturi.

Referitor la numarul de arce necesar, facem observatia cd, daca din oras se va putea ajunge
la orice obiectiv turistic, atunci se va putea ajunge si de la orice statiune la oricare alta (trecand prin
orag), deci trebuie ca arcele alese pentru constructie s formeze la un loc un graf conex.

In concluzie, ciutam un graf partial conex cu un numar minim de arce, adici un arbore. In
plus, suma costurilor arcelor sale trebuie sa fie minima. Vom aplica pe rand cei trei algoritmi pentru
gasirea acestuia:

A. Kruskal

La primul pas poate fi ales unul din arcele OP3 sau OP, ele avand valoarea minima 2. Putem
alege oricum primul arc dintre cele doud pentru ca la al doilea pas va fi ales celalalt.

La pasul trei poate fi ales unul din arcele OPs, OPs sau P;P¢ care au valoarea minima 3. Nici
in acest caz nu are vre-o importanta ordinea alegerii, deoarece pot fi alese succesiv toate trei fara a
se forma nici un ciclu.

Al saselea arc poate fi ales dintre arcele P4Ps si P,P,, care au valoarea minima 4. Nici in
acest caz nu are vre-o importantd ordinea alegerii, deoarece pot fi alese succesiv ambele, fard a se
forma nici un ciclu.

Urmatoarea valoare disponibild a unui arc este 5, dar arcul opt nu poate fi ales dintre arcele
OP,, PsP7, desi au valoarea minima 5. Arcul OP; nu poate fi ales deoarece s-ar forma ciclul OP;Pg,
iar P¢P; ar duce la ciclul OP¢P;. Urmatoarea valoare minima este 6, pentru arcul PsP; dar nu poate fi
ales deoarece se formeaza ciclul OPsP-.

Valoarea urmatoare, 7, o au arcele OP4, P,P; si PsPg. OP4 nu poate fi ales deoarece s-ar
forma ciclul OPsP4. Arcul P,P3 nu poate fi ales deoarece s-ar forma ciclul OP¢P,P,P;. Arcul PsPg nu
formeaza nici un ciclu si el va fi al optulea arc ales. In acest caz, deoarece s-au adunat 8 arce intr-un
graf cu 9 noduri, am obtinut graful cautat.

Acest arbore este reprezentat in figura 4.3.
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Figura 4.3
B. Sollin
Vom alege: pentru nodul O — arcul OP3
pentru nodul P, — arcul PPg
pentru nodul P, — arcul PP,
pentru nodul P; — arcul OP3
pentru nodul P4 — arcul P4Ps
pentru nodul Ps — arcul OP;s
pentru nodul Pg — arcul PPg
pentru nodul P, — arcul OP,
pentru nodul Pg — arcul PsPg

Rezultd graful partial:

Figura 4.4

Dupa cum se vede, s-au format douad componente conexe: C; = {P;,P,,Ps}
Cz = {O,P3,P4,P5,P7,Pg}.
Vom alege: pentru C; — arcul OPg
pentru C, — arcul OPg

si obtinem o singurd componentd conexa, care este arborele cdutat.
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C. Varianta algoritmului lui Kruskal

Succesiunea alegerii arcelor va fi:

0N N bW

LIid il

OP;
OP,
OPg
OP;
PPs
PP,
P4Ps
PsPg
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6. Cuplajul a doua multimi disjuncte. Probleme de afectare (de repartitie)

In practica economica sunt foarte des intalnite probleme in care se doreste asocierea optima
a elementelor unei multimi X = {xi, Xa, ... , Xp} cu elementele unei alte multimi Y = {y1, y2, ... , Ym}

In general, fiecare asociere posibild x; <> y; aduce un anumit efect aj; (profit, cost etc) care
poate fi calculat si vom presupune ca este cunoscut.

Limitarile asupra asocierilor se traduc de obicei prin faptul ca:

1. Un element x; poate fi asociat doar cu anumite elemente din Y si reciproc;
2. La sfarsit, fiecarui element din X i s-a asociat cel mult un element din Y si reciproc.

Asocierea optima presupune, de obicei, doud obiective:
1. Sa se faca maximul de asocieri;
2. Suma efectelor asocierilor sd fie maxima (sau minima, in functie de semnificatia

acestora).

Reprezentarea geometrica a situatiei de mai sus este un graf de forma:

numit graf bipartit.

Definitia 1: Se numeste graf bipartit un graf G = (X, U) 1n care multimea nodurilor poate fi
impartita In doud multimi disjuncte A si B astfel Incat orice arc are extremitatea initiald in A §i cea
finala in B.

Definitia 2: Se numeste cuplaj al unui graf bipartit o submultime de arce W < U cu
proprietatea ca nu exista doud arce adiacente (sau altfel spus, pentru orice nod exista cel mult un arc
incident acestuia).

Definitia 3: Se numeste cuplaj maxim un cuplaj cu proprietatea ca orice arc care nu face
parte din cuplaj este adiacent cu un arc din cuplaj ( <> orice arc am adauga, nu mai ramane cuplaj
< nu existd nici un cuplaj in care sd se includd strict < contine numdrul maxim de arce
neadiacente)

Este evident cd numarul de arce ale unui cuplaj este mai mic sau egal cu numarul de
elemente din fiecare din multimile A si B (< min ( | A fB ‘ ). Este interesant de vazut insa cat de
mare este el efectiv si in ce conditii este egal chiar cu min (| A, |B | ).

Referitor la prima intrebare, in 1931 Konig a demonstrat o teorema care permite stabilirea
numadrului de arce ale unui cuplaj maxim:

b
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Teorema: Numarul maxim de arce ale unui cuplaj intr-un graf bipartit G = (AUB, I') este
egal cu Enin([A - C| + |F(C)|)
cA

In ceea ce priveste a doua problema, observam mai Inti ca putem presupune ca intotdeauna
|Al<|B] , In caz contrar inversand sensul tuturor arcelor grafului, problema ramanand aceeasi.
In acest caz:

min(A —C|+[1(C)) = [A] & min(A - c|+[r(C}) - |A] =0 & min(-|c[+|r(C)) =0 =

CcA
= glcaiiqq - |F(C)|) =0 I(C)> |C| oricarear fiC c A

sau altfel spus, pentru orice submultime C a lui A, multimea nodurilor atinse de arce care pleaca din
nodurile sale, adica I'(C), are cel putin atitea elemente cat C.

De exemplu, la repartizarea angajatilor pe posturi, fiecare angajat poate obtine un post dorit
daca si numai dacd oricare ar fi multimea de r angajati exista cel putin r posturi diferite din care pot
alege.

Presupunem, in continuare, ca s-a asociat fiecarui arc (x;,X;) o valoare vj;.

Definitia 4: Se numeste valoare a unui cuplaj suma valorilor arcelor care 1l formeaza.

In acest moment putem spune ci determinarea unei asocieri optime a multimilor X si Y de la
inceput este echivalenta matematic cu determinarea unui cuplaj maxim de valoare optima (minima
sau maxima) in graful bipartit asociat.

Dintre problemele intalnite in practica economica, ce se reduc matematic la gasirea unui
cuplaj maxim de valoare optima, amintim:

1. Problema repartizdrii muncitorilor unei sectii la utilajele acesteia in functie de pregatirea
si preferintele muncitorilor, complexitatea masinilor etc;

2. transferarea unor informatii intr-un grup;

3. Repartizarea angajatilor pe posturi;

4. Formarea grupelor de lucru dupa afinitatile dintre membrii colectivului.

In 1955, bazandu-se pe teorema lui Konig, H-W. Kuhn a elaborat un algoritm, cunoscut in
literatura de specialitate sub denumirea de algoritmul ungar, cu ajutorul caruia se poate determina
un cuplaj maxim de valoare minima intr-un graf bipartit pentru care ‘ A | = | B ‘ =n.

El se bazeaza pe observatia ca, dacd se adund (sau scade) aceeasi numar la toate valorile
arcelor, nu se modifica ierarhia cuplajelor maxime, in ceea ce priveste valoarea lor.

Vom prezenta algoritmul concomitent cu rezolvarea unui caz particular, pentru o mai buna
receptare a acestuia:

"Intr-o sectie produsele finite se obtin in urma efectuarii succesive a 6 operatii pe 6 masini.
In aceasti sectie sunt angajati 6 muncitori, fiecare fiind calificat pentru efectuarea oricirei din cele 6
operatii. Pentru a optimiza activitatea in sectie cei 6 muncitori au fost supusi la un test in care
fiecare a prelucrat un numdr de piese, pe toate cele sase masini. In final, calculandu-se timpul mediu
in care muncitorul M; efectueaza operatia O; s-au obtinut valorile (in ore) date in tabelul de mai jos:

M, M, M; M, Ms M
o | 4 3 6 2 6 8
0, | 5 4 8 3 8 9
0, | 5 6 8 2 8 7
o, | 4 5 7 2 7 8
os| 4 6 6 3 6 7
Os | 6 6 8 3 8 9
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Sa se gaseasca acea repartitie a muncitorilor la masini astfel incat timpul in care o piesa se
prelucreaza succesiv pe cele 6 masini sa fie minim."

Pasul 1. Se construieste matricea patratici M care are elementele:

J J

valoarea arcului (xi , X ) daca exista arcul (xi , X )
m~~ = .
Y 0 daca nu exista arcul {x;, X ; )

4 3 6 2 6 8

548 3 89

. mMo15 6 8 2 8 7

Pentru exemplul ales vom avea: M = 4 5 7 2 7 8
4 6 6 3 6 7

6 6 8 3 8 9

Pasul 2. Se scade din fiecare linie minimul acesteia apoi, in matricea obtinuta, din fiecare coloana
minimul acesteia (se poate face si invers, rezultatul final va fi acelasi). Pentru exemplul
dat vom obtine succesiv matricile:

M, = si apoi M, =

(ST \ORUSY O] )
LWL A=
[V, N USRV, No WV, AN
SOOoOOoOOoOOo
(VN ISRV N U, NN
(e "Ne NV, Fo Yo))
NO—=DN——
DN WOO
DO WN—
SOOoOOoOOoOOo
DO WN—
DO — N

Ultima matrice este cea asupra careia se aplicd urmatoarele calcule. In acest moment pe
fiecare linie si pe fiecare coloand se afla cel putin un 0, care corespunde celui mai mic timp. Se
incearca in continuare folosirea doar a acestor repartizari:

Pasul 3. In ordinea crescitoare a numarului de zerouri si de sus in jos (in cazul existentei mai
multor linii cu acelasi numar de zerouri ) se incadreaza pentru fiecare linie zeroul a carui
coloand contine cele mai putine zerouri (primul de la stdnga dintre acestea, in caz de
egaliate) si se bareaza celelalte zerouri de pe linia si coloana acestuia. Pe parcursul
algoritmului sunt luate in considerare la numarare doar zerourile neincadrate §i nebarate
inca. In final, pe fiecare linie si pe fiecare coloani va fi cel mult un zero incadrat. Daci in
final sunt n (= dimensiunea matricei) zerouri, atunci arcele corespunzitoare formeaza
cuplajul cautat. Daca sunt mai putine se trece la pasul 4.

In exemplul nostru avem trei linii cu cite un zero (a 3-a, a 4-a si a 5-a) .1l incadram pe cel de
pe linia 3 (prima dintre ele) si baram restul zerourilor de pe linia 3 si coloana 3, obtinand:

RO — N =
DN WLWOO
NON W —
eRRERS
NDODWN—
DO~

In acest moment pe liniile 1 si 2 se afld un zero. Se incadreazi cel de pe linia 1 si se
bareaza celelalte de pe linia 1 §i coloana 2, obtinand:
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NSO — 1t — —
NN L R[D]
N OB Lo B —
RS
N S M Lo N —
N O —

Ultima linie cu zerouri este linia 5 din care il incadrdm pe primul si le baram pe celelalte:

N ——
R WL RB]
PO B L R —
REXPRX
DO A DO LI R —
PO SR — DI

In total nu sunt 6 zerouri incadrate (sunt doar trei) si deci trecem la pasul 4.

Pasul 4. La acest pas se va stabili numarul minim posibil de linii si coloane care sa contind toate
zerourile matricii. In acest sens vom proceda astfel:

a) se marcheaza liniile care nu au nici un zero incadrat;

b) se marcheaza coloanele care au un zero barat pe o linie marcata;

c) se marcheaza liniile care au un zero incadrat pe o linie marcata (daca existd);

Se repeta operatiile b) si ¢) pand nu mai poate fi marcata nici o linie $i nici o coloana.

In cazul nostru vom avea: a) — se marcheaza liniile 2, 4 si 6;
b) — se marcheaza coloanele 2 si 4;
¢) — se marcheaza liniile 1 si 3;
b) — nu mai marcam nici o coloand deoarece nu mai exista
nici un zero barat pe liniile 1 si 3, care sd corespundd unei
coloane nemarcate;
¢) — nu mai marcam nici o linie, deoarece nu a mai aparut
nici o coloana marcata.

Rezulta: ¥* ¥
1 o1 41 2%
1 4 2 84 2 2%
2 3 31003 1*
1 22 0 2 2%
0l 2 0 0 & &
2 22 0 2 2)*

Pasul 5. Se taie liniile nemarcate si coloanele marcate:

Pasul 6. Se impart elementele matricei in trei grupe:
G = elemente aflate la intersectii de linii netdiate cu coloane netdiate;
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G, = elemente situate la intersectii de linii taiate cu coloane netaiate sau de linii netaiate
cu coloane taiate;
G; = elemente situate la intersectii de coloane tdiate cu linii tdiate

Pasul 7. Se gaseste minimul grupei Gy, care se scade din fiecare element al lui G; si se aduna la
fiecare element al grupei Gs. Elementele grupei G, raman neschimbate.
Pentru exemplul dat, minimul lui G, este 1 si obtinem noua matrice:

0 000 01
0 01 011
1 32020
021 011
030100
1 21011
Pasul 8. Se reia algoritmul de la pasul 3.
Vom avea dupa marcare:

W o ld o601

Q20 1 0 1 1

1 3 2 0 2[0

o 2 1 0 1 1

A 30 1[040

1 2 10011

Deoarece avem 6 zerouri incadrate, am obtinut cuplajul maxim de valoare minima cautat, caruia ii
va corespunde repartizarea muncitorilor pe operatii de mai jos:

care duce la o durata totald a prelucrarii unei piese de 6 +4 + 7 + 6 + 3 =26 ore

Observatie: Deoarece regula de a alege de sus in jos la linii cu acelasi numdr de zerouri este
arbitrara si de asemenea alegerea primului zero de la stinga, putem ajunge si la alte
cuplaje maxime, dar toate vor avea aceeasi valoare, cea minimd. De exemplu, un alt
cuplaj optim este:
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care are de asemenea valoarea 26.

Observatia 1. Daca dorim un cuplaj de valoare maximad atunci vom calcula la pasul 1
matricea M astfel:

1. Construind matricea A de elemente:

valoarea arcului (xi o X ) daca exista arcul (xi X | )

au = .
Y — daca nu exista arcul |x;, X ; )

2. Matricea M va avea componentele: m;; = max (a i )— a;
1<1,j<n

apoi aplicdm 1n continuare algoritmul.

Observatia 2. Daca ‘A ‘ #* | B ‘ atunci aplicdm acelasi algoritm cu singura diferentd ca ne
vom opri cand vom obtine un numar de zerouri egal cu min ( |Al,|B] ).

3
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7. Drumuri §i circuite hamiltoniene

Una dintre cele mai cunoscute probleme economice este problema comis voiajorului. Comis
voiajorul este un individ care trebuie sd prezinte s-au sa distribuie marfa comandata la o serie de
centre distribuite in general neliniar pe o anumitd zona teritoriald (localitatile dintr-un judet,
magazinele dintr-un cartier, persoanele dintr-un sat etc). Dacd numarul de obiective care trebuie
vizitate este mare sau foarte mare iar timpul disponibil foarte limitat atunci devine vitala o
asemenea organizare a trecerii pe la fiecare obiectiv incét sa se efectueze in timpul minim posibil.
Acest timp minim se traduce prin drumul cel mai scurt, iar cel mai scurt drum este evident cel n
care se trece pe la fiecare obiectiv o singurd dati. In plus, la sfarsit trebuie si se afle in punctul
initial, adica sediul firmei la care lucreaza.

O reprezentare a regiunii aprovizionate, in care centrele pe la care se trece sunt vizualizate
prin puncte iar cdile de acces la acestea prin segmente de curbe, va fi evident un graf, problema
reducandu-se la a gasi circuitul hamiltonian de lungime minima.

In timp, s-au evidentiat o multitudine de probleme reductibile la gisirea unui drum (sau
circuit) hamiltonian intr-un graf, cum ar fi:

1. Problema postasului (gésirea traseului cel mai scurt care trece pe la toate locuintele ce
apartin de oficiul postal la care lucreaza acesta);

2. Problema adundrii deseurilor (cel mai scurt drum care trece pe la toate punctele de
depozitate a deseurilor);

3. Problema succesiunii operatiilor (executarea mai multor operatii pe o masind in acea
ordine in care suma timpilor consumati cu pregdtirea masinii pentru trecerea de la o
operatie la urmatoarea sa fie minim)

4. Ordinea lipirii unor componente electronice pe o placa, etc;

Determinarea drumurilor hamiltoniene

Problema determinarii drumului (circuitului) hamiltonian de valoare optimd s-a dovedit
deosebit de dificild, neexistdnd nici acum un algoritm care sd rezolve problema in timp polinomial
si nici macar o metodd simplad prin care sd se decidd daca intr-un graf dat existd sau nu drumuri
hamiltoniene.

Existd insa mai multi algoritmi, unii exacti altii heuristici, care reusesc, intr-un caz sau altul,
sd rezolve problema satisfacator si in timp util.

A. Algoritmul lui Foulkes

Pasul 1. Se scrie matricea booleana A asociata grafului G.

Pasul 2. Se determind matricea D a drumurilor grafului G prin procedeul expus la inceputul
capitolului si apoi matricea M =1+ D.

Pasul 3. Se Imparte multimea nodurilor grafului in submultimi disjuncte astfel:

1. Se considera in matricea M liniile pline (cu toate elementele 1). Nodurile ce corespund liniilor
pline cu 1 formeaza submultimea C;.

2. Se elimina liniile si coloanele care corespund nodurilor din submultimea stabilita.

Se reia rationamentul de la punctul 1 pe matricea redusa obtinutd la punctul 2 obtindndu-se

urmatoarea submultime §i in continuare toate celelalte pana se epuizeaza toate liniile matricei.

98]
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Pasul 4. Se construieste graful G' in care:

1. Nodurile care formeaza o submultime sunt reprezentate prin puncte in interiorul unui
dreptunghi si intre acestea se traseaza arcele existente in graful initial G.

2. Se traseaza legaturile dintre submultimi. Ele sunt reprezentate prin arcele existente in
graful initial G intre nodurile submultimii C; si cele ale submultimii C,, intre nodurile
submultimii C; si cele ale submultimii Cs etc.

Pasul 5. Se gasesc drumurile hamiltoniene

Un drum hamiltonian se gaseste plecand de la un varf din submultimea C,, trecand prin toate
varfurile acesteia cu un drum hamiltonian, din ultimul varf la care se ajunge in C; trecand la un varf
din C,, parcurgand in continuare un drum hamiltonian in a doua submultime si tot asa, trecand prin
toate submultimile si parcurgand, deci, toate nodurile grafului initial, o singura data. Aplicand acest
procedeu in toate modurile posibile se obtin toate drumurile hamiltoniene din graful initial G.
(Observatie: poate sa nu existe nici un drum hamiltonian in graful G, caz in care algoritmul se
opreste deoarece la un anumit pas nu mai exista nici o linie plina cu 1).

Observatie. Algoritmul lui Foulkes reduce gasirea drumurilor hamiltoniene in graful initial
G (care 1n problemele practice este foarte mare) la gasirea mai multor drumuri hamiltoniene mai
mici In componente tare conexe ale grafului. Daca un graf are o singurd componenta tare conexa,
algoritmul lui Foulkes nu este eficient, in acest caz trebuind aplicati alti algoritmi cum ar fi cel bazat
pe inmultirea latina.

B. Algoritmul lui Chen pentru determinarea drumurilor hamiltoniene
in grafuri fara circuite

Fie G = (X,U) un graf orientat fara circuite, cu n noduri: X = {x;, Xz, ... , Xp}. Vom
considera cda am calculat matricea drumurilor D si puterile de atingere ale tuturor nodurilor.

Daca in graful G existd un drum de la nodul x; la nodul x; atunci evident p(x;) > p(x;),
deoarece in orice varf in care se poate ajunge din X; se poate ajunge si din x; dar din X; nu se poate
ajunge in x; pentru ca nu exista circuite.

Teorema 2.3 (Chen) Un graf cu n noduri, fara circuite contine un drum hamiltonian daca si
numai daca exista relatia:

Demonstratie

“=” Fie H un drum hamiltonian §i presupunem ca nodurile grafului au fost notate in
ordinea 1n care apar in acest drum. Atunci din orice nod X; se poate ajunge 1n toate nodurile cu
indice mai mare i numai in acestea (altfel ar exista circuite) si deci puterea unui nod x; este n — 1, de
unde:

gp(xi)_(n D=2+ +1+0= "0

“<=" Ordonand varfurile in ordinea descrescatoare a puterii lor de atingere (i > j < p(xi) <
p(x;)) si cum graful nu are circuite, vom obtine o matrice D cu toate zerourile deasupra diagonalei
(evident pe o pozitie (i,i) nu se afla nici un 1 iar daca ar fi un 1 pe pozitia (i,j) cu i > j ar insemna ca
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din x; se poate ajunge in X;, deci in toate nodurile in care se poate ajunge din X;, iar din x; nu se poate
ajunge in x;, deci p(xi) > p(X;) in contradictie cu ipoteza de ordonare a nodurilor). Cum deasupra

(n-1) n(n—1)

diagonalei sunt ——= pozitii iar suma puterilor varfurilor este chiar
n n

pozitiile de deasupra diagonalei sunt 1. Aceasta Inseamna cd existd toate arcele de forma (xi,X+1)
(altfel n-ar exista drum de la x; la x;:;, deoarece toate drumurile au indicii nodurilor in ordine
descrescatoare) si deci drumul hamiltonian (X, X, ... , X,) g.€.d.

rezultd ca toate

Teorema 2.4 Daca intr-un graf orientat fara circuite existd un drum hamiltonian atunci
acesta este unic.

Demonstratie Deoarece un drum hamiltonian se identificd cu o permutare a nodurilor
grafului, existenta a doud drumuri hamiltoniene implica existenta a doud permutdri distincte a
nodurilor grafului si cum doud permutari distincte diferd prin cel putin o inversiune vor exista doua
noduri X; §1 xj in ordinea X; — x; pe un drum si invers pe celdlalt, existand deci un drum atat de la x;
la x; cat si de la x; la x;, cele doud formand impreund un circuit, in contradictie cu ipoteza.

Pe aceste teoreme se bazeaza algoritmul lui Chen de determinare a drumului hamiltonian
intr-un graf orientat fara circuite:

Pasull. Se scrie matricea de adiacenta A
Pasul2. Se calculeaza matricea drumurilor D
Pasul3. Daca existd un indice i cu d; = 1 atunci graful are circuite, nu se poate aplica algoritmul
lui Chen si algoritmul se opreste. Daca nu, se trece la pasul 4.
Pasul4. Se calculeaza puterile de atingere pentru fiecare nod.
< i o N n(n - 1) ) ) o
PasulS. Daca nu se verifica relatia Z plx;)= e atunci graful nu are drumuri hamiltoniene
i=1
si algoritmul se opreste, altfel se trece la pasul 6.
Pasul6. Se ordoneaza nodurile in ordinea descrescatoare a puterilor lor de atingere i obtinem

drumul hamiltonian cautat.

C. Algoritmul lui Kaufmann

Pasul 1. Construim matricea latind L asociata grafului, unde:

.= J J
1

| X;X: daca exista arcul (xi , X )
0 daca nu exista arcul x;, X ; )

~

Pasul 2. Construim matricea L, definita prin:

T {xj daca exista arcul (xi,xj)
i~

0  dacanuexistaarcul (x;,X )

numita matricea latina redusa.

Pasul 3. Se calculeaza succesiv matricile:
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folosind operatiile de inmultire si adunare latina, alfabetul fiind multimea nodurilor grafului, unde
operatia de inmultire este usor modificata, produsul dintre doua elemente ale matricilor fiind 0, daca
unul dintre ele este 0 sau au un nod comun, si este produsul latin al lor, in caz contrar.

Din felul cum a fost construiti, matricea L va contine toate drumurile elementare de
lungime k. Cum un drum elementar poate avea cel mult n noduri (cate are graful cu totul) rezulta
ca:

— primele n-1 puteri ale L contin toate drumurile elementare din graf;

— puterile lui L mai mari sau egale cu n au toate elementele egale cu 0;

— matricea L™ contine toate drumurile hamiltoniene din graf.

Pasul 4. Daca se doresc si circuitele atunci se verifica pentru fiecare drum hamiltonian daca poate
fi completat pana la un circuit (adica dacd exista in graf arcul care uneste nodul final cu cel
initial);

Pasul 5. Daca se doreste si drumul (sau circuitul) de valoare optimd (maximad sau minimad) se
calculeaza suma valorilor pentru fiecare drum si/sau circuit si se alege cel cu valoarea
optima.

In concluzie, metoda inmultirii latine (A. Kaufmann — J. Melgrange) determini toate
drumurile elementare din graf, prin calcularea matricelor M(l), M(z), M© ), o, MO

fn matricea M™" se citesc drumurile hamiltoniene.

Aceasta metoda a Tnmultirii latine (algoritmul lui Kaufmann) este utila, mai ales, in cazul
grafurilor tare conexe, unde algoritmul lui Foulkes nu este eficient. Totusi, metoda este greu de
aplicat in grafuri cu un numir mare de noduri. In acest caz este preferabil si se construiascd graful
condensat, sd se determine drumurile hamiltoniene in fiecare in parte cu algoritmul lui Kaufmann si
apoi, ca la algoritmul lui Foulkes, sa se caute drumurile hamiltoniene in graful initial.

D. Un algoritm bazat pe algoritmul ungar

Fie G = (X,U) un graf orientat cu n noduri X = {xj, X2, ... , Xn}.

Pasul 1. Se construieste graful bipartit H = (AUB,V) in care A = B = X s1 V = U (adica am folosit
pentru G reprezentarea prin corespondenta).

Pasul 2. Se gaseste pentru graful H cuplajul maxim de valoare minima.

Pasul 3. Se construieste graful partial al lui G format doar cu arcele cuplajului gésit. Este usor de
demonstrat ca, componentele tare conexe ale acestuia sunt toate niste circuite. Daca s-a
format un singur circuit acesta este circuitul hamiltonian de valoare minima. Daca s-au
format mai multe se trece la pasul 4.

Pasul 4. Pentru fiecare arc aflat pe circuitul de lungime minima (dacd sunt mai multe se iau in
considerare arcele tuturor) se reia algoritmul de la pasul 1 pentru graful partial rezultat din
G prin eliminarea acestui arc.

Pasul 5. Pentru fiecare graf partial se continua procedeul pana se ajunge la unul din cazurile:

Cazull. Cuplajului maxim gasit 1i corespunde un singur circuit. Daca acest circuit
este primul obtinut atunci valoarea sa i1 se atribuie unei variabile Z si
circuitul este pastrat. Daca nu este primul atunci valoarea sa se compara cu
Z si, daca este mai mica, ea devine noua valoare a lui Z si circuitul se
pastreazi, eliminindu-1 pe cel corespunzitor fostei valori a lui Z. In caz
contrar se trece la alt graf partial neanalizat inca.

Cazul2. Cuplajul maxim are o valoare mai mare decat Z. Pentru acest graf partial se
abandoneaza ramificarea.
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Pasul 6. Se continud analiza grafurilor partiale pana sunt analizate toate ramificatiile. Valoarea Z
finald este valoarea circuitului de valoare minimd iar circuitul corespunzator este cel
optim.

Analiza de mai sus poate fi schematizata printr-un arbore de tipul:

in care fiecare nod este un graf partial de analizat, iar pentru fiecare arc, nodul inferior este un graf
partial care provine din graful corespunzédtor nodului superior, prin suprimarea unui arc de pe
circuitele de lungime minima corespunzatoare cuplajului maxim de valoare minima al acestuia.

Observatie: Algoritmul asigurd gésirea circuitului de valoare minima iar in cazul in care
algoritmul lui Foulkes nu functioneaza este o alternativa mai bund decat algoritmul lui Kaufmann.
Totusi el nu lucreaza in timp polinomial si in unele cazuri (de exemplu cazuri in care se formeaza
foarte multe cicluri cu lungime minima) necesita un numar imens de calcule.

In aceste cazuri se pot folosi metode euristice prin care se elimina din start o serie de arce,
considerate a avea valori prea mari pentru a se putea afla pe circuitul hamiltonian de valoare
minimd, apoi se aplicd in graful partial rdmas unul din algoritmii de mai sus.
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8. Drumuri optime intr-un graf

In marea majoritate a problemelor care pot fi modelate prin grafuri nu ne intereseaza numai
daca existd sau nu legaturi intre componentele reprezentate prin nodurile grafului ci si intensitatea
acestora. Aceasta intensitate are semnificatia unei valori numerice (pozitive sau negative) asociate
arcului corespunzator legaturii a carei intensitate 0 masoara.

In aplicatiile economice aceasta valoare poate fi:

— lungimea drumului dintre doua localitati;

— costul parcurgerii rutei reprezentate prin arcul corespunzator;
— durata parcurgerii rutei respective;

— cantitatea transportata pe ruta respectiva;

— capacitatea maxima a rutei respective;

— cagtigul realizat prin trecerea de la o stare la alta a sistemului;
— consum de energie pentru efectuarea trecerii respective;

— punctaj realizat etc.

Una din problemele care poate apdrea in aceste situatii este gdsirea, pentru o anumitd
pereche de noduri (sau mai multe perechi), a drumului optim intre acestea.

Pentru formalizarea problemei vom introduce notiunea de valoare a unui drum, care este
egala cu suma valorilor arcelor care 1l compun. Vom nota in continuare valoarea unui arc (x;,X;) cu
V(Xi,Xj) sau cu vj;. In aceste conditii putem enunta problema drumului optim astfel:

"Dat un graf G = (X,U) si o functie care asociazd fiecarui arc o valoare reald, sa se
gaseascd, pentru o pereche dati de noduri, drumul (drumurile) de valoare optima (minima sau/si
maximd) intre cele doud noduri si valoarea acestuia (acestora)"

Deoarece este vorba de gasirea minimului unei multimi de numere reale, prima intrebare
care se pune este daca aceasta admite minim. Daca multimea nodurilor grafului este infinitd atunci
pot exista o infinitate de drumuri elementare distincte intre cele doud noduri si multimea valorilor
acestora poate avea orice formd (inchisd sau nu, marginitd sau nu) devenind foarte greu de
caracterizat cazurile cand minimul dorit existd. Deoarece totusi majoritatea covarsitoare a
problemelor economice se modeleaza prin grafuri cu numar finit de noduri, ne vom limita in
continuare doar la acestea.

Un numir finit de noduri 7 atrage dupi sine existenta unui numdr finit de arce (cel mult n?)

n-1
si a unui numdr finit de drumuri elementare ( cel mult n-n!- ZE) Deoarece oricarui drum d fi
k=1
corespunde un drum elementar d, (obtinut prin eliminarea tuturor subcircuitelor lui d) putem calcula
valoarea oricarui drum ca suma intre valoarea drumului elementar corespunzator si valorile unor
subcircuite ale sale, fiecare Tnmultita cu numarul de parcurgeri ale circuitului respectiv.

In concluzie, dacd exista un circuit de valoare negativd inseamnad cd existd drumuri de
valoare oricat de mica (cele care contin acest circuit), obtinutd prin parcurgerea acestuia de oricate
ori dorim) si, deci, multimea valorilor drumurilor este nemarginitd inferior, neexistand drum de
valoare minima. Daca existd un circuit de valoare pozitivd atunci exista drumuri de valoare oricat de
mare §i multimea valorilor drumurilor este nemarginita superior, neexistand drum de valoare
maxima.

Daca nu exista circuite de valoare negativa atunci valoarea oricarui drum este mai mare sau
egald cu a drumului elementar corespunzator, deci drumul de valoare minima (daca existd) va fi un
drum elementar. Cum multimea drumurilor elementare este finita (si deci si multimea valorilor lor)
va avea minorant i am lamurit problema compatibilitatii problemei. Analog, dacd nu exista circuite
de valoare pozitiva atunci valoarea oricarui drum este mai mica sau egala cu a drumului elementar
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corespunzator, deci drumul de valoare maxima (daca existd) va fi un drum elementar. Cum
multimea drumurilor elementare este finita (si deci si multimea valorilor lor), va avea majorant.
Obs. 1. Daca in graf nu exista decat arce de valoare pozitiva atunci existad drum de valoare
minima.
Obs. 1. Daca in graf nu existd decat arce de valoare negativa atunci existd drum de valoare
maxima.
Obs. 1. Daca in graf nu exista circuite atunci exista si drum de valoare minima si drum de
valoare maxima.
Deoarece din cele de mai sus se sesizeaza importanta existentei circuitelor intr-un graf vom
da in continuare un algoritm de depistare a existentei circuitelor intr-un graf:

Pasul 1. Se construieste multimea A formatd din nodurile pentru care toate arcele incidente sunt
incidente spre interior ( noduri 1n care toate arcele "intrd" sau, altfel spus, noduri din care
nu "pleaca" nici un arc).

Pasul 2. Se gasesc toate nodurile care nu sunt din A pentru care toate arcele incidente au cealalta
extremitate in A (noduri din care se poate "ajunge" doar in A). Dacad nu exista nici un
astfel de arc se trece la pasul 4.

Pasul 3. Se adauga arcele gasite la pasul 2 la multimea A apoi se reia algoritmul de la pasul 2,
pentru noua multime A.

Pasul 4. Daca A contine multimea tuturor nodurilor atunci graful nu contine circuite. Daca au
ramas noduri in afara lui A atunci graful contine circuite.

Algoritmi de gasire a drumului optim

Din cauza varietatii nelimitate a grafurilor posibile, nu existad un algoritm care sd rezolve
orice problema 1n timp util, dar s-au elaborat o multime de algoritmi, fiecare fiind cel mai eficace n
anumite cazuri. Acesti algoritmi pot fi grupati in cinci categorii:

Algoritmi prin calcul matricial (Bellman-Kalaba, I. Tomescu, Bellman-Schimbell);
Algoritmi prin ajustari succesive: (Ford);

Algoritmi prin inductie (Dantzig);

Algoritmi prin ordonare prealabild a varfurilor grafului;

Algoritmi prin extindere selectiva (Dijkstra).

SNk W=

In continuare vom prezenta trei dintre acesti algoritmi.

A. Algoritmul lui Bellman - Kalaba

Algoritmul se aplica in grafuri finite care nu au circuite de valoare negativd (pentru o
problemd de minim) sau care nu au circuite de valoare pozitiva (intr-o problemad de maxim) si
gaseste drumurile de valoare minimd (maximd) de la toate nodurile grafului la un nod oarecare,
fixat. Daca dorim sd cunoastem drumurile de valoare minimd (maxima) intre oricare doud noduri
vom aplica algoritmul, pe rdnd, pentru fiecare nod al grafului.

Fie G = {xi, X2, ... ,Xp} un graf orientat finit. Presupunem (fara a restrange generalitatea, ca
am numerotat nodurile astfel incat nodul spre care cautdm drumurile de valoare minima (maxima)
de la celelalte noduri sa fie x,.

Pasul 1. Se construieste matricea patratica M cu dimensiunea egald cu numarul de noduri ale
grafului ale cérei elemente sunt:
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valoarea arcului (x;, X ;) daca exista arcul (x;,X ;) si 1# ]

m;=40 dacai=]j

+ oo (intr - o problema de minim)
— oo (intr - 0 problema de maxim)

} daca nu exista arcul (x;,X )

Pasul 2. Se adaugad succesiv liniile L; la matricea M, elementele acestora calculandu-se prin
relatiile de recurenta:
1. Ljj=mj, j=1,..,n (prima linie este ultima coloand, transpusa, a matricii M)
2. L =min (Li.1§, lI(I_lllnn (mjk + L1 1)) Intr-o problema de minim

sau L;=max (L, {(n'ilx (mjk + Li.1x)) Intr-o problemd de maxim
=1,n

Pasul 3. Dupa calcularea fiecarei linii noi se compara elementele ei cu cele ale precedentei:
— Dacd Lj; = L pentru orice j = 1,...,n atunci se opreste recurenta si ultima linie
calculatd contine valorile minime ale drumurilor de la celelalte noduri la nodul x,,.
_ Dacd exista cel putin un indice j cu Lj; # Li.; j se trece la calcularea noii linii Liy,

Pasul 4. Pentru gdsirea drumului care da valoarea minimd de la un nod x; la nodul x, se gasesc,
incepand inapoi de la ultima linie, pe care s-au obtinut valorile finale, notatd L, nodurile
X, » X, » - X care formeaza drumul céutat, unde x, = xj, X, = Xy si fiecare alt indice

ki, este cel pentru care s-a obtinut minimul(maximul) de pe pozitia k; al liniei L;.

Observatie: Pentru grafuri foarte mari, algoritmul necesitd un volum mare de memorie, prin
necesitatea memordrii matricei M, care este greu de manipulat. Chiar daca din cele n” arce posibile
graful ar avea doar un procent foarte mic matricea grafului va avea tot n® pozitii de memorat si
analizat.

Exemplu: Presupunem dat graful orientat de mai jos, in care se doreste gasirea drumului de valoare
minima de la nodul x; la nodul xo.

Matricea M va fi

88888888«
8§ 88 0x8 8ok

5 o o
0 0 W
0 00 W
0 0 W
0o 3 2
o 0 5
o o 0
0 0
0 00 W

88880808

o0
9
3
0
7
o0
o0
4
o0

o808 888
OSI08 8 WO 8
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iar dupa calcularea liniilor L; obtinem:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
X1|0 4 00 o0 5 0 0 0 ®
X200 0 7 9 o0 0 0 0 ®
X3|00 00 0 3 o0 0 0 0 9
X400 0 0 0 0 0 © w 3
Xsloo 8 27 03 2 9 o
Xgloo 8 0 0 0 0 5 w0
X7|00 00 0 0 0 0 0 6 8
Xgloo 0 0 4 o w o 0 7
Xg|0o 00 00 o0 o0 o o oo 0
Lilooo 9 3 0w &8 7 0
Lo 12 6 310138 7 0
515126 3 8138 7 0
L413126 3 8138 7 0
513126 3 8138 7 0

Deoarece Ly = Ls oprim calcularea liniilor dupa calcularea liniei 5. in aceasta linie se afld
valorile celor mai scurte de la toate nodurile la nodul x9. Drumul dorit de noi (x; — x9) are valoarea
datd de prima pozitie a liniei 5, fiind egal cu 13.

Pentru a gasi acest drum, plecam inapoi de la linia 4 si avem:

B. Algoritmul lui Ford simplificat

Algoritmul lui Ford simplificat se aplica doar in grafuri care nu admit circuite. Cu ajutorul
lui se gaseste drumul de valoare optimd intre doud noduri fixate x; §i x;. Printr-o eventuald
renumerotare a nodurilor putem presupune ca nodul de la care porneste drumul este x;, care va fi
numit nod initial, iar nodul la care se termina este X,, numit nod final.

Algoritmul este:

Pasul 1. I se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(xo) =0
Pasul 2. Se construieste multimea A formata din nodul initial: A = {x;}
Pasul 3. Se analizeaza nodurile din afara multimii A.
— Daca exista noduri in care se poate ajunge prin arce directe doar de la nodurile
multimii A, acestea se adauga la multimea A, cu valoarea:
w(Xj) = min (w(x j )+ V(X i X )), in problemele de minim
Xj

H(XJ,xi)
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sau w(xj) = max (w(x i )+ V(X i X )), in problemele de maxim
X

H(Xj X )
apoi se trece la pasul 4

— Daca nu exista nici un nod de acest tip atunci nu existd nici un drum de la x; la x,.
STOP

Pasul 4. Se analizeaza multimea A:

— Daca x, € A atunci valoarea sa reprezinta valoarea drumului de valoare optima de la
x; la x,. Pentru gasirea acestui drum se porneste Tnapoi de la nodul final x, si se
gasesc nodurile x, ,X, , ..., X, care formeaza drumul cautat, unde X, =Xn, X} =

x; si fiecare alt indice k;; este cel pentru care:

W(XkM)JrV(Xk Xy, ) :W(in) STOP

— Dacd x, ¢ A se reia algoritmul de la pasul 3.

i1’

Exemplu: Pentru acelasi graf si aceeasi pereche de noduri din exemplul rezolvat cu algoritmul lui
Bellman-Kalaba vom avea succesiv:

pasl:

pas2

pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pasé4:
pas3:

pas4:

w(x;)=0
A= {xy}
Nodurile 1n care se poate ajunge doar din x;: {Xs} #
w{Xs) = min( w(x;) + v(x1,x5))=0+5=5
X9 & A
A = {x,Xs} si nodurile In care se poate ajunge prin arce directe doar din x; §i Xs sunt: {X¢}# &
w{Xe) = min( w(x;) + v(X1,X¢), W(Xs) + v(X5,X6)) =min(0 + 3,5+ 3)=3
X9 & A
A = {X1,X5,X¢} si nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din X, Xs §i X¢ sunt:
{Xz,X7} =
w{Xz) = min( w(x;) + v(X1,X2), W(Xs) + v(X5,X2), W(X6) + V(X6,X2)) =min(0 + 4,5+ 8,3 +8)=4
w{x7) = min( wW(Xs) + v(Xs,X7), W(X¢) + V(X¢,X7)) =min(5 + 2,3 +5)=7
X9 & A
A = {X1,X2,X5,X,X7} 1 nodurile n care se poate ajunge prin arce directe doar din X;, X», Xs, X6
si X7 sunt: {X3,xg} # J
w{x3) = min( W(x;) + v(X2,X3), W(Xs) + v(X5,X3)) =min(4 + 7,5+ 2)=7
w{xg) = min( W(Xs) + v(Xs,Xg), W(X7) + V(X7,xg)) = min(5 + 9,7 + 6) = 13
X9 & A
A = {x1,X2,X3,X5,X6,X7,Xg} s1 nodurile In care se poate ajunge prin arce directe doar din x;,
X2,X3,Xs, X6, X7 $1 Xg sunt: {x4} # J
w{X4) = min( W(xz) + v(X2,X4), W(X3) + v(X3,X4),W(X5) + V(X5,X4), W(Xsg) + V(Xs,X4)) = min(4 +
9,7+3,5+7,13+4)=10
X9 & A
A = {X1,X2,X3,X4,X5,X,X7,Xg} §1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe doar din x;,
X2, X3, X4, X5, X, X7 $1 Xg sunt: {Xo} # &
w{Xg) = min( w(x3) + v(X3,X9), W(X4) + V(X4,X9), W(Xx7) + V(X7,X9), W(Xs) + V(Xg,X9)) = min(7 +
9,10+3,7+8,13+7)=13
X9 € A s urmeaza sa gasim drumul care are lungimea 13.
Avem succesiv:
W(X9) = W(X4) + V(X4,X9)
W(x4) = W(X3) + V(X3,X4)
w(x3) = W(Xs) + v(X5,X3)
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w(xs) = w(x1) + v(X1,X5)
deci drumul cautat este: X; = X5 = X3 —> X4 = X9

Observatia 1. Daca graful are un circuit atunci se poate demonstra usor ca nu vom putea da
valoare nici unui nod al acestuia si dacd existd vreun drum de la x; la x, care trece prin unul din
nodurile circuitului nu vom putea da valoare nici lui x,, cu toate ca exista drum de la x; la x,.

Observatia 2: Algoritmul necesitd pentru memorare si manipulare doar cunoasterea, pentru
fiecare nod, a nodurilor spre care "pleaca" arce din acesta si valorile acestor arce, fiind mult mai
usor de aplicat sau implementat pe calculator. El are Tnsd dezavantajul ca se poate aplica doar in
grafuri fara circuite.

C. Algoritmul Ford generalizat

Algoritmul lui Ford generalizat a fost creat cu scopul de a putea gasi drumul optim si in
grafurile care au circuite. Cu ajutorul lui se gaseste drumul de valoare optima intre doud noduri
fixate x; si X;. Printr-o eventuala renumerotare a nodurilor putem presupune ca nodul de la care
porneste drumul este x;, care va fi numit nod initial, iar nodul la care se termina este x,, numit nod
final.

Algoritmul este:

Pasul 1. [ se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(Xo) = 0 si tuturor celelalte valoarea +oo (intr-o
problema de minim) sau - (intr-o problema de maxim).

Pasul 2. In ordinea crescitoare a indicilor nodurilor se calculeaza pentru fiecare nod, pe bazi
fostelor valori, noile valori cu formula:

w’(xi) = min| w(x, ), min (w(x i )+ V(X i X )) in problemele de minim
X

H(Xj X )

sau w (x;) = max| w(x; ), max (w(x j)+ V(X i X )) in problemele de maxim
H(ij,xi)
Pasul 3. Se compara noile valori w*(xi) cu fostele valori w(x;):
— Dacd w (x;) = w(x;) pentru orice nod x; atunci:

— dacd w(xy,) < oo (la problema de minim) sau w(x,) > - (la problema de maxim),
valoarea nodului x, reprezintd valoarea drumului de valoare minima(maxima) de
la x; la x,. Pentru gasirea acestui drum se porneste inapoi de la nodul final x; si
se gasesc nodurile X, » Xy 5 o Xy, CAE formeaza drumul cautat, unde Xk, = Xn,

X, = X sl fiecare alt indice ki, este cel pentru care:
Xy, ) =W(x,. ) STOP

— daca w(x,) = +oo (-0) atunci nu exista nici un drum de la x; la x,. STOP
— Daca exista cel putin un nod pentru care w*(xi) < w(xj) se reia algoritmul de la pasul
2 pentru noile valori ale varfurilor.

WXy, )T v(xy

i1

Observatie: Algoritmul poate gasi drumul si 1n grafuri cu circuite dar este evident mult mai
lent decat cel simplificat. Pentru scurtarea duratei de executie se poate modifica algoritmul in sensul
ca o valoare nou calculata a unui varf va fi folositd imediat ca atare la calculul noilor valori ale
celorlalte, nu doar dupa ce se calculeaza noile valori ale tuturor varfurilor.
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D. Algoritmul lui Dijkstra

In algoritmul Ford simplificat, pentru a gisi valoarea nodului final, deci a drumului minim,
plecam de la nodul initial in toate directiile posibile, pastrand de fiecare datd toate nodurile
analizate. Acest fapt duce la un consum inutil de timp, deoarece foarte multe din aceste noduri nu
vor face parte din drumul optim. Pentru a elimina acest neajuns, algoritmul lui Dijkstra incearca sa
pastreze, la fiecare iteratie, multimea minima de noduri care si le contind pe toate cele care vor
forma efectiv drumul optim. In plus, algoritmul se poate aplica si in drumuri cu circuite. Ca un
minus este faptul ca se aplica doar la probleme de minim. Algoritmul are urmatorii pasi:

Pasul 1. I se da varfului initial valoarea 0 (zero): w(xo) =0
Pasul 2. Se construieste multimea A formata din nodul initial: A = {x;}
Pasul 3. Se analizeaza nodurile din afara multimii A.

— Daca existad noduri in care se poate ajunge prin arce directe de la noduri din A
(nu doar de la nodurile multimii A, ca la algoritmul lui Ford simplificat) se
calculeaza pentru toate acestea:

w(xi) = geng (W(X i )+ V(X i X )) in problemele de minim
H(XJ,xi)
dar, spre deosebire de algoritmul lui Ford simplificat, se adauga la multimea A doar
cel pentru care se obtine valoarea minima, apoi se trece la pasul 4.

— Daca nu exista nici un nod de acest tip atunci nu exista nici un drum de la x; la x,.
STOP

Pasul 4. Se analizeaza multimea A:

— Daca x, € A atunci valoarea sa reprezinta valoarea drumului de valoare optima de la
x; la x,. Pentru gasirea acestui drum se porneste Tnapoi de la nodul final x, si se
gasesc nodurile x, ,X, , ..., X, care formeaza drumul cautat, unde X, =Xn, X} =

x; si fiecare alt indice k;; este cel pentru care:

WXy ) V(X  .X)=w(x, ) STOP

— Dacd x, ¢ A se reia algoritmul de la pasul 3.

i1’

Exemplu Vom aplica algoritmul la acelasi graf folosit la ceilalti algoritmi, pentru a putea
face comparatii:

pasl: w(x;)=0
pas2: A= {xy}
pas3: Nodurile in care se poate ajunge si din x;: {X2, Xs, X¢} # &
w{xX;) = min( w(Xx;) + v(X,Xx2)) =0+4=4
w{Xs) = min( w(x;) + v(X1,x5))=0+5=5
w{X¢) = min( w(X;) + v(X1,X6)) =0+3=3
min(w {X2),w{Xs),W{X¢)) = W{X¢) = 3
pasd: xo ¢ A
pas3: A = {x1,X¢} s1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din x; sau Xs sunt:
{x2,X5,X7} £
w{X;) = min( w(X;) + v(X1,X2), W(X¢) + V(X¢,X2)) =min(0 + 4,3 + 8) =4
w{Xs) = min( w(x;) + v(X,X5)) =min(0 + 5) =5
w{x7) = min( w(Xs) + v(X6,X7)) = min(3 + 5) =8
min(w {X,),w{Xs),w{x7)) = w{xs) = 4
pasd: xo ¢ A
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pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:
pas3:

pas4:

A = {x1,X2,X¢} s1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din x;, X, sau X¢ sunt:
{X3,X4,X5,X7} # &
w{x3) = min( w(Xz) + v(X2,X3)) =min(4 + 7) = 11
w{X4) = min( w(x;) + v(X2,x4)) =min(2 + 9) =11
w{xs) = min( w(X;) + v(X;,Xs)) = min(0 + 5) =5
w{x7) = min( w(x¢) + v(X6,X7)) =min(3 + 5) =0
min(w{x3),w{X4),w{Xs),w{x7)) = W{xs) =5
X9 & A
A = {X1,X2,Xs5,X¢} s1 nodurile In care se poate ajunge prin arce directe din x;, X2, Xs, X6 $1 X7
sunt: {X3,X4,X7,Xg} #
w{x3) = min( w(x;) + v(X2,X3), W(Xs) + v(Xs,X3)) =min(4 + 7,5 +2)=7
w{X4) = min( w(Xz) + v(X2,X4), W(Xs) + V(Xs5,X4)) = min(4 + 9,5 + 7) = 12
w{x7) = min( w(xs) + v(Xs,Xx7), W(X¢) + v(X6,X7)) =min(5 + 2,3+ 5)=7
w{xg) = min( w(Xs) + v(Xs,Xg)) = min(5 + 9) = 14
min(w {x3),w{X4),w{X7),W{Xg)) = W{Xx3) = w{x7) =7
Xo & A
A = {x1,X2,X3,X5,X6,X7} $1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din X;, X7, X3, Xs, X,
si X7 sunt: {X4,Xs,X9} #
w{X4) = min( w(Xz) + v(X2,X4), W(X3) + v(X3,X4),W(Xs) + V(Xs5,X4)) = min(4 + 9,7 + 3,5 + 7) =10
w{xg) = min( w(xs) + v(Xs,Xg), W(x7) + v(X7,Xg)) = min(5 + 9,7 + 6) = 13
W{Xo9) = min( w(X3) + v(X3,X9), W(X7) + V(X7,X9)) = min(7 + 9,7 + 8) = 15
min(w {X4),w{Xs),W{X9)) = w{xs4) = 10
Xo & A
A = {X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7} §1 nodurile in care se poate ajunge prin arce directe din X, X2, X3, X4,
Xs, X6, $1 X7 sunt: {Xs,Xo} #
W{Xo9) = min( w(X3) + v(X3,X9), W(X4) + V(X4,X9), W(X7) + V(X7,X9)) = min(7 + 9,10 + 3,7+8)=13
w{xg) = min( w(xs) + v(Xs,Xg), W(x7) + v(X7,Xg)) = min(5 + 9,7 + 6) = 13
min(w{Xs),w{Xo)) = W{Xs) = W{Xo) = 13
X9 € A si urmeaza sa gasim drumul care are lungimea 13.
Avem succesiv:
W(X9) = W(X4) + V(X4,X9)
W(X4) = W(X3) + V(X3,X4)
w(X3) = W(Xs) + V(X5,X3)
w(Xs) = wW(x1) + V(X1,X5)

deci drumul cautat este: X; = X5 > X3 = X4 = X9
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9. Retele de transport

Intr-o mare varietate de situatii concrete din practica economici se pune problema deplasirii
unei cantitdti de materie, energie, informatie etc, din anumite locuri, numite surse, in alte locuri,
numite destinatii. Pentru realizarea acestui transport se folosesc o serie de trasee, numite rute de
legatura. Unitatile indivizibile ale cantitatii Q, care se deplaseazd de-a lungul rutelor Intre surse si
destinatii, se numesc unitati de flux, iar ansamblul rutelor, surselor, destinatiilor si, eventual, a
altor puncte intermediare se numeste retea de transport.

Situatia de mai sus poate fi reprezentata geometric printr-un graf finit, conex si fara bucle.

Pentru ca o astfel de problema sa fie suficient de complexd pentru a necesita un studiu
matematic riguros, trebuie ca fiecare sursd sa poatd aproviziona mai multe destinatii si orice
destinatie sa poata fi aprovizionatd de mai multe surse.

Aprovizionarea destinatiilor se poate face direct de la surse sau prin intermediul altor
puncte, numite puncte intermediare. In cazul cel mai general pot exista de asemenea legituri intre
surse si/sau legdturi intre destinatii.

Asa cum s-a vazut si la problema de transport, situatia de mai sus este un cadru extrem de
larg, care permite existenta unui numar foarte mare de tipuri de probleme posibile, diferite intre ele
prin informatiile suplimentare pe care le avem despre retea si prin obiectivele urmarite.

Una dintre acestea este problema determindrii cantitdtii maxime (minime) care poate fi
transportata de la surse la destinatii, In situatia in care sursele dispun de cantitdti limitate (inferior
sau superior), destinatiile au un necesar sau o putere de absorbtie limitata inferior sau superior iar pe
fiecare rutd se poate transporta doar o cantitate cuprinsa intre anumite limite.

Pentru studiul matematic al acestei situatii vom da definitiile matematice ale obiectelor
implicate in problema si ipotezele modelului.

Definitia 1: Se numeste retea de transport standard un graf finit, simplu, conex, fara bucle
G = (X,U) care are urmatoarele proprietati:

1. Existd si este unic se X a.i. U: #J, U, = (din care doar "ies" arce), numit
intrarea retelei de transport;

2. Exista si este unic te X a.i. U;r =, Ut_;é @ (in care doar "intra" arce) numit

iesirea retelei de transport;
3. S-a definit o functie c¢: U — R care asociazi fiecirui arc u un numir strict
pozitiv ¢, numit capacitatea arcului.

Observatie: Este clar cd exemplele obisnuite au doar rareori o singura sursd si o singura destinatie.
Totusi, printr-o tehnica foarte simpla, orice retea de transport se poate aduce la forma standard:

1. Daca sunt mai multe surse se introduce un nod suplimentar din care "pleacd" cate
un arc spre fiecare sursd (s1 numai spre acestea), iar capacitatile acestor arce vor fi
egale cu disponibilurile surselor corespunzétoare;

2. Daca sunt mai multe destinatii se introduce un nod suplimentar spre care "pleaca"
cate un arc din fiecare destinatie (si numai din acestea), iar capacitatile acestor arce
vor fi egale cu necesarurile destinatiilor corespunzatoare;

Definitia 2: Se numeste flux intr-o retea de transport R = (X,U) o functie ¢: U — R" care
are urmatoarele proprietatile:
P1.0 < @, < ¢, oricare ar fi u din U; valoarea ¢, se numeste flux al arcului u
P2. Z ¢, = Z @ , oricare ar fii# s,t (suma fluxurilor arcelor care "intra" intr-
ue U 1+ ue U |
un nod i este egala cu suma fluxurilor arcelor care "ies" din acest nod, cu exceptia
nodului initial si al celui final.

143



Elemente de teoria grafurilor

Definitia 3: Se numeste valoare a fluxului suma fluxurilor arcelor care "pleacd" din nodul
initial s si se noteaza cu .

Observatie: Se poate demonstra usor cd aceastd valoare este egald i cu suma fluxurilor
arcelor care "intrd" in nodul final t. In concluzie avem:

D= > 9, = D 0,

" -
ue U ¢ ue U ¢

Valoarea fluxului reprezintd cantitatea care se transportd efectiv pe retea de la surse la
destinatii.

Definitia 4: Se numeste flux de valoare maxima intr-o retea un flux ¢ in aceasta retea, cu
proprietatea cd, pentru orice alt flux @' pe aceasta retea, avem @ > @'

Valoarea fluxului de valoare maxima reprezintd cea mai mare cantitate care se poate
transporta efectiv pe retea, de la surse la destinatii.

Economic vorbind, ne intereseaza, referitor la o retea, raspunsurile la urmatoarele intrebari:

Putem transporta intreaga cantitate necesara la destinatii?

Daca da, cum transportam efectiv aceasta cantitate de la surse la destinatii?
Daca nu, din ce motiv nu putem realiza acest transport?

Cum putem Inlatura cu eforturi minime acest motiv?

b=

Réspunsul la primele doud Intrebari se poate afla prin gasirea fluxului de valoare maxima si
compararea valorii lui cu suma necesarurilor destinatiilor. in plus, valoarea acestuia pe un arc
reprezintd cantitatea care trebuie transportatd pe ruta respectiva, pentru a obtine aceastd valoare a
fluxului.

Réspunsul la ultimele doud intrebari porneste de la observatia ca cea mai mare cantitate care
poate traversa reteaua de la un cap la altul este egald cu dimensiunea celui mai ingust loc de trecere
prin retea. Daca vrem, deci, s marim fluxul va trebui sd largim tocmai acest cel mai ingust loc de
traversare al retelei.

Pentru formalizarea consideratiilor de mai sus vom introduce notiunea de taietura intr-o
retea:

Definitia 5: Data o retea de transport G(X,U) cu s = nodul initial si t = nodul final, se
numeste tdietura in retea o partitie a multimii varfurilor retelei de transport, formata din doud
submultimi V si W (VAW =, VUW = X)) astfel incats € Vsit € W.

O taietura poate fi privita, intuitiv, ca o sectiune a retelei, care lasd nodul initial cu o
submultime din noduri intr-o parte, nodul final cu restul nodurilor in cealalta parte si reteaza toate
arcele care trec dintr-o parte in cealalta.

A cunoaste o taieturd este echivalent cu a cunoaste care sunt elementele celor doua multimi,
V 51 W, care formeaza partitia.

Vom nota o tdieturd prin T = (V,W), convenind ca multimea scrisd pe prima pozitie sa
contind nodul initial s al retelei iar cea scrisd pe a doua, nodul final t.

Definitia 6: Se numeste capacitate a unei taieturi T = (V,W) intr-o retea de transport

G(X,U), notatd C(T), suma capacitatilor tuturor arcelor care au extremitatea initiald in V si cea
finalda in W.

144



Bazele cercetarii operationale

C(T) = Zcu
u= Xi,Xj)

x;eV
XJEW

Pentru a nu exista nici o ambiguitate, insistam asupra faptului ca se vor lua in considerare
doar arcele care trec de la multimea ce contine nodul initial spre multimea care contine nodul final,
adica in sensul normal de transport (surse — destinatie).

Definitia 7: Se numeste tiieturd de valoare minima intr-o retea o tdieturd T in aceasta
retea, cu proprietatea cd, pentru orice alta tdieturd T' in aceasta retea, avem C(T) < C(T").

Urmatoarele teoreme fac legitura matematica dintre fluxurile unei retele si taieturile sale:
Teorema 1. Data o taieturd T = (V,W) si un flux ¢ intr-o retea de transport avem:

o= ;¢u - ;¢u
u=Xi,XJ’) u=Xi,XJ’)

x;jeV x;ieW
XJ’EW XjEV

sau, altfel spus, valoarea unui flux oarecare este egala cu suma fluxurilor arcelor care trec de la V la

W din care se scade suma fluxurilor arcelor care trec invers, de la W la V, oricare ar fi taietura T =
(V,W).

Demonstratie: Avem succesiv:

_;(pu ;wu DI Do Zcou =

XjeV ueU+ ueUy;
Xj eX Xj eX Xj#s
= ) (e.-9.) Pt QT 2 2
u=\Xj,Xj ) u= xl,x u= xl,x u={xj,X; ) u=\Xj,Xj )
xjeV x;jeV x;eW xijeV x;eW
XjEV XjEW XjEV xjeW XjEV

Corolar: Intr-o retea de transport valoarea oricarui flux este mai micd sau egald decat valoa-
rea oricarei taieturi.

Demonstratie: Fie T o tdietura oarecare si ¢ un flux oarecare. Avem succesiv:

®= Z‘(ﬂu - Z‘wu < Zﬁou < Zcu =C(T)
u:xi,Xj) u:xi,Xj) u:xi,xj-) u:xi,Xj)

x;eV x;eW xjeV xjeV
XjEW XjEV XjEW XjEW

Corolar: Intr-o retea de transport valoarea fluxului maxim este mai mica sau egald decat
valoarea taieturii minime.

Demonstratia ¢ evidentd. In plus, din cele de mai sus se vede ci egalitatea are loc numai
daca, pentru tdietura minima, existd un flux pentru care toate arcele de la V la W sunt folosite la
maxim (fluxul e egal cu capacitatea arcelor) iar pe toate arcele de la W la V nu se transporta nimic.

Teorema lui Ford-Fulkerson Dacd fluxul ¢ este maximal atunci existd o taieturd de
capacitate egala cu valoarea fluxului.

145



Elemente de teoria grafurilor

Demonstratie: Fie ¢ un flux maximal. Introducem urmatorul procedeu de marcare a
varfurilor:
Pasul 1. Se marcheaza nodul initial s cu 0(zero);
Pasul 2. Pentru fiecare varf marcat x; se marcheaza cu:
e [+x;] toate varfurile nemarcate X; pentru care exista arcul (X;,X;) s1 @(Xi,X;) < c(Xi,X;)
(adica nodurile spre care mai e loc pentru a se transporta ceva din X;);
e [—xi] toate varfurile nemarcate x; pentru care existd arcul (x;,Xi) si ¢(xj,x;) > 0
(adica toate nodurile spre care pleaca deja ceva din x;);
Pasul 3. Se repeta pasul 2 pana nu mai poate fi marcat nici un varf.

Daca varful final t ar fi marcat, atunci incepand de la acesta, am putea construi lantul
Xi, » Xk, s - X unde x, =8, X, =t si marcajul oricirui varf x, este +X, sau —x,..

Adaugand la fluxul fiecarui arc al lantului de tipul (X, ,x,, ) valoarea:
A =min(, min (c(x ki > Xkiyy )— go(x ki > Xk », min go(xki Xy ))
(in kil ) (ka ki )
si scazand din fluxul fiecarui arc de tipul (x, X, ) aceeasi valoare A, obtinem un flux de valoare

@ + A, deci fluxul ¢ nu ar fi maximal.

In concluzie varful t nu va fi marcat. Fie tiietura T = (V,W), unde V este formati din
multimea nodurilor marcate iar W din cele nemarcate. In acest caz, pentru fiecare arc (xi,xj) care
"traverseaza" taietura avem:

— daca x; € V atunci ¢(x;,X;) = ¢(X;,X;) deoarece nodul x; nu e marcat
— dacd x; € W atunci ¢(x;,Xj) = 0 deoarece nodul x; nu e marcat

C(T) = Zcu = ;wu - ;wu =0
u=xi,XJ) u=xi,xJ~) u=xi,xJ~)

x;eV x;eV x;eW
XjEW xJ~eW XjEV

In acest caz avem:

si teorema e demonstrata.

Teorema lui Ford-Fulkerson poate stabili doar valoarea fluxului maxim dar nu da o metoda
de gasire a acestuia. Pentru a rezolva problema gasirii fluxului de valoare maxima se poate folosi
algoritmul lui Ford-Fulkerson.

Pentru expunerea acestuia vom introduce si notiunile de:

arc saturat = un arc pe care fluxul este egal cu capacitatea;
drum complet = un drum de la nodul initial s la nodul final t care contine cel putin un arc saturat;
flux complet = un flux pentru care orice drum de la nodul initial s la nodul final t este complet.
Algoritmul lui Ford-Fulkerson
ETAPA 1 Se determind un flux complet.
Pasul 1. Se numeroteaza nodurile retelei de transport astfel incat x; =s si X, =t;
Pasul 2. Se asociaza grafului fluxul nul (¢, = 0 pentru orice arc u din graf);

Pasul 3. In ordine lexicograficd, se ia pe rand fiecare drum D de la nodul initial la cel final, se
calculeaza valoarea Ap = min(c, —(ou) si se adaugd la fluxul de pe fiecare arc al
ueD
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drumului. Arcul(arcele) unui drum D pentru care s-a obtinut valoarea minima Ap va fi
dupa aceasta adaugare, in mod evident, saturat si deci drumul D va fi complet.

Dupa epuizarea tuturor drumurilor se obtine un flux complet, de valoare ® = ZA D -
D

Deoarece alegerea drumurilor in ordine lexicografica nu tine cont de structura retelei, asa cum se
poate vedea pe un exemplu, acest procedeu nu asigurad intotdeauna gasirea fluxului maxim. Acest
impediment poate fi depasit fie prin gasirea unei ordini de parcurgere a tuturor drumurilor, care sa
dea pentru fiecare retea fluxul maxim, in urma procedeului de mai sus, fie prin redistribuirea
judicioasa a fluxului gasit la etapa I. A doua varianta este cea care se aplica la etapa II.

ETAPA II Se determina fluxul maxim

Pasul 4. Se marcheaza nodul initial s cu 0(zero);
Pasul 5. Pentru fiecare varf marcat x; se marcheaza cu:
e [+x;] toate varfurile nemarcate X; pentru care exista arcul (xi,X;j) s1 ©(X;,X;) < c(Xi,X;)
(adica nodurile spre care mai e loc pentru a se transporta ceva din x;);
e [—x;] toate varfurile nemarcate x; pentru care existd arcul (x;,X;) s1 @(x;,xi) > 0 (adica
toate nodurile spre care pleacd deja ceva din x;);
Pasul 6. Se repeta pasul 5 pana este marcat nodul final sau pana cand nu mai poate fi marcat nici
un varf;
Pasul 7. Daca nodul final a fost marcat atunci fluxul este maxim si algoritmul se opreste, in caz
contrar trecandu-se la pasul §;
Pasul 8. Construim un lantul L = x, ,X,_, .., X unde X, =s, x, =t si marcajul oricarui varf
Xy,,, este + X, sau —x,. . Se calculeaza:
A= min( min (e, x, )=l xi ) min eleixe, )
77K+l ki1 -%kj
care se adauga la fluxul fiecarui arc al lantului de tipul (X, ,x, ) si se scade din
fluxul fiecarui arc de tipul (x,_ Xy, ).

Pasul 9. Se sterge marcajul si se reia algoritmul de la pasul 4.

In final, taietura de valoare minima este cea in care V = multimea nodurilor marcate iar W =
multimea nodurilor nemarcate.

Observatia 1. Algoritmul nu asigura intotdeauna gasirea fluxului maxim, deoarece se poate
ca cresterea fluxului la fiecare iteratie sa se faca cu cantitati din ce in ce mai mici astfel Incat suma
lor sd nu atingd niciodatd marginea superioara datd de valoarea tdieturii minime, algoritmul avand o
infinitate de pasi. Teorema de mai jos da o conditie suficientd pentru ca algoritmul sa se termine
intr-un numar finit de pasi:

Teoremd Daca toate capacitatile rutelor retelei sunt numere rationale atunci algoritmul lui
Ford-Fulkerson are un numar finit de pasi.

Demonstratie Prin inmultirea tuturor acestor capacitati cu cel mai mic multiplu comun al
numitorilor se obtine o retea cu toate capacititile numere naturale. Tindnd cont de formula de
calcul, la fiecare iteratie cantitatea addugatd A va fi numar natural si cum valoarea fluxului maxim
este marginita de capacitatea taieturii minime C,,, care este de asemenea numar natural, algoritmul
va avea nevoie de cel mult Cy,, pasi pentru a o atinge.

Observatia 2. Teorema de mai sus asigura doar o limitare superioard a numarului de iteratii
ale algoritmului, fatd de capacitatea taieturii minime. Aceastd valoare poate fi insd, In anumite
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cazuri, foarte mare si, daca nu se iau precautii suplimentare, algoritmul nu va da solutia in timp util.
Depasirea acestei situatii este asigurata de urmatoarea teorema:

Teorema Daca la fiecare iteratie se alege drumul (lantul) de lungime minima atunci

. 1 . . 9 . 9 .
algoritmul va avea cel mult 5 -m-n iteratii, unde n = numarul de noduri iar m = numarul de muchii.

Observatia 3. Exista probleme in care se doreste gasirea fluxului minim intr-o retea, valorile
fluxului pe arce fiind limitate inferior de capacitatile acestora. In acest caz se aplicd de asemenea
algoritmul lui Ford-Fulkerson astfel:

Pasul 1. Se calculeazd M = maximul capacitatilor arcelor
Pasul 2. Se construieste reteaua R', care este fosta retea, in care au fost modificate doar
capacitatile arcelor, acestea devenind ¢, =M —c¢,

Pasul 3. Se gaseste cu algoritmul Ford-Fulkerson fluxul ¢, de valoare maxima, in aceasta
retea
Pasul 4. Fluxul de valoare minima in reteaua initiald va avea valorile ¢' =M — ¢

Observatia 4. Existd si alte tipuri de probleme asemanatoare celor de mai sus. Astfel, se
poate pune problema:

— gasirii capacitatilor minime ale arcelor cu care se poate asigura transportarea intregii
cantitati de la surse la destinatii

— fluxului minim(maxim) intr-o retea in care capacitatile rutelor sunt limitate atat superior
cat si inferior;

— In cazul in care rutelor li se asociaza si costuri unitare de parcurgere, putem cauta fluxul
maxim de cost minim,;
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