Programarea liniară

Bazele cercetării operaţionale


Parametrizare

Sunt cazuri în care coeficienţii unei probleme nu sunt cunoscuţi, sau nu pot fi estimaţi cu exactitate, sau nu sunt constanţi, ei variind în funcţie de unul sau mai mulţi parametrii, după o lege cunoscută, care este mai mult sau mai puţin complicată, putând lua valori într-o mulţime oarecare, finită sau infinită, discretă sau continuă, mărginită sau nemărginită. Ne-ar interesa să cunoaştem, pentru fiecare valoare posibilă a coeficienţilor, care este soluţia optimă a problemei, sau invers, pentru fiecare soluţie, care este mulţimea parametrilor pentru care aceasta rămâne optimă.

Este evident că problema este atât de complicată încât nu se poate da o unică rezolvare, aplicabilă pentru orice mulţime a parametrilor şi oricare ar fi  legile de dependenţă a coeficienţilor de parametrii.

Ne propunem să facem rezolvarea doar pentru cazurile în care termenii liberi ai restricţiilor sau coeficienţii funcţiei obiectiv variază liniar în funcţie de un singur parametru.

Cazul 1 Parametrizarea termenilor liberi ai restricţiilor

Aşadar termenii liberi ai restricţiilor au forma:

b(() = b0 + b1((   (   bi(() = 
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unde ( ( R este parametrul considerat iar b0, b1 ( Rm  sunt doi vectori cu componentele constante reale. Pentru rezolvarea problemei pentru orice (, vom parcurge următorii paşi:

Pasul 1. Se rezolvă problema pentru un (0 iniţial; presupunem că există cel puţin un ( pentru care problema are soluţie (altfel am avea un caz neinteresant) şi în plus putem presupune că el este egal chiar cu 0, acest lucru putând fi aranjat eventual prin schimbarea de variabilă:

( = (0 + (
şi scrierea lui b sub forma:

b(() = (b0 + b1((0) + b1((.

Vom găsi o soluţie x0 şi baza corespunzătoare B0.

Pasul 2. Se calculează soluţiile de bază xB((), corespunzătoare bazei găsite la pasul 1, pentru ( variabil:

xB(() = 
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Deoarece valorile (j = 
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 nu depind de (, ele sunt pozitive pentru orice (, nu doar pentru (0 şi deci soluţia xB(() va fi optimă atâta timp cât are toate componentele pozitive. Acei ( pentru care xB(() ( 0 reprezintă mulţimea valorilor parametrului pentru care baza B0 dă soluţia optimă.

Pasul 3. Se rezolvă sistemul de inecuaţii xB(() ( 0, a cărui soluţie va fi, ţinând cont că toate inecuaţiile sunt liniare, un interval 
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 poate fi şi -( iar 
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 poate fi şi +( (în general, pentru orice bază, mulţimea pe care soluţia este pozitivă are această formă şi deci şi mulţimea pe care nu există nici o bază cu soluţia pozitivă va fi o reuniune de astfel de intervale, însă deschise şi, cum există un număr finit de baze, mulţimea numerelor reale va fi împărţită într-un număr finit de intervale, ca mai sus, pentru fiecare corespunzând o bază optimă sau nici una. Se poate demonstra că intervalele pe care nu există soluţie sunt neapărat de forma (-(,a) sau (a,+()). Deoarece B-1 este inversabilă, cel puţin unul dintre
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este finit. Fie 
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 acesta.

Pentru ( > 
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, cel puţin una din componentele soluţiei de bază corespunzătoare bazei B0 va fi strict negativă. Este clar că, pentru ( > 
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, trebuie căutată altă bază optimă, dacă aceasta există.

Pasul 4. Reluăm algoritmul, pentru o valoare a lui ( aflată în imediata vecinătate a lui
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, astfel încât să ne situăm în intervalul imediat următor intervalului 
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. Pentru găsirea bazei corespunzătoare acestuia (sau pentru aflarea faptului că nu există nici o soluţie pentru ( >
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) se aplică în continuare algoritmul simplex dual (deoarece toţi (j ( 0).

Se obţine o succesiune de valori 
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= +( şi o succesiune de baze şi soluţii optime asociate fiecărui interval.

Pasul 5. Reluăm algoritmul pentru o valoare a lui ( aflată în imediata vecinătate a lui
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, astfel încât să ne situăm în intervalul imediat anterior lui
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. Pentru găsirea bazei corespunzătoare acestuia (sau pentru aflarea faptului că nu există nici o soluţie pentru ( <
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) se aplică în continuare algoritmul simplex dual (deoarece toţi (j ( 0).

Se obţine o succesiune de valori 
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= -( şi o succesiune de baze şi soluţii optime asociate fiecărui interval.

În acest moment, cunoaştem, pentru fiecare valoare posibilă a parametrului (, soluţia optimă a problemei sau invers, pentru fiecare bază, care este mulţimea parametrilor pentru care aceasta este optimă şi algoritmul este terminat.

Exemplu O întreprindere are gama sortimentală formată din 6 produse {Pj / j = 1,6} pentru fabricarea cărora foloseşte 3 materii prime {Mi / i = 1,3}. Se cunosc:

a) disponibilurile din fiecare materie primă {bi(() / i = 1,3}, care sunt dependente liniar de un parametru (.

b) profiturile/1000 unităţi vândute din fiecare produs {cj / j = 1,6}.

c) coeficienţii tehnologici {ai,j / i = 1,3; j = 1,6} (ai,j = cantitatea din materia primă i necesară fabricării a 1000 produse de tipul j)

toate date în tabelul de mai jos:

	produse

mat. prime
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6
	Disponibil

	M1
	3
	5
	7
	2
	1
	2
	20 + 3(

	M2
	5
	6
	9
	3
	4
	5
	40 + 2(

	M3
	7
	8
	10
	3
	2
	8
	60 + (

	profit/1000 prod.
	2
	3
	4
	1
	1
	2
	


Se doreşte găsirea acelor cantităţi {xj / j = 1,6} ce trebuie fabricate din fiecare produs, astfel încât să se obţină profitul total maxim. 

Rezolvare Avem de rezolvat o problemă de parametrizare a termenului liber, deci vom aplica algoritmul de mai sus.

Se scrie problema de programare asociată şi se aduce la forma standard:

	
	
	F.S.

	max (2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 + x5 + 2x6)
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x1, x2, x3, x4, x5, x6 ( 0
	(
	max (2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 + x5 + 2x6)
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Pasul 1. Rezolvăm problema pentru ( = 0 şi obţinem baza optimă:

B = (a5,a6,a2) = 
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soluţia optimă xB = 
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, inversa bazei B-1 = 
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 şi ultimul tabel simplex:

	
	
	
	2
	3
	4
	1
	1
	2
	0
	0
	0

	cB
	xB
	xB
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	s1
	s2
	s3

	1
	x5
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	2
	x6
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	3
	x2
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Pasul 2.  Se calculează soluţia de bază corespunzătoare bazei optime  pentru (  oarecare:

xB(() = B-1(b(() = 
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Pasul 3.  Se rezolvă sistemul de inecuaţii xB ( 0:

xB ( 0  (  
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Pasul 4. Se observă că pentru ( aflat în imediata vecinătate a lui
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vom avea o singură variabilă negativă şi anume x6. Pentru un astfel de (, soluţia corespunzătoare bazei B este dual admisibilă şi, aplicând algoritmul simplex dual, aceasta va fi scoasă din bază şi înlocuită cu x3. Se obţin:

· noua bază B = (a5, a3, a2) = 
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· noua soluţie:

xB(() = B-1(b(() = 
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· noul tabel simplex corespunzător noii baze:

	
	
	
	2
	3
	4
	1
	1
	2
	0
	0
	0

	cB
	xB
	xB
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	s1
	s2
	s3

	1
	x5
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· noul interval pe care este optimă noua bază:
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Reluând algoritmul vom obţine succesiv intervalele şi soluţiile următoare:

1. ( ( 
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  B = (a7, a3, a2)  xB = 
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2. ( ( 
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  B = (a7, a3, a5)  xB = 
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Pasul 5. Începând înapoi de la 
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1. ( ( 
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  B = (a5, a6, a9)  xB = 
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2. ( ( 
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  B = (a5, a8, a9)  xB = 
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3. ( ( 
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 - sistemul nu are soluţii admisibile.

La marginile intervalelor problema va avea cel puţin două soluţii de bază şi, deci, o infinitate de soluţii optime (toate combinaţiile convexe dintre acestea).

În concluzie, dacă:

· ( ( 
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 disponibilul din M1 ar fi negativ, caz fără sens economic.

· ( ( 
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P5
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P5 şi P6
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P5, P6 şi P2
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P5, P3 şi P2
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P3 şi P2
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 întreprinderea va fabrica doar produse de tipul P3 şi P5
Cazul 2 Parametrizarea coeficienţilor funcţiei obiectiv

Aşadar, coeficienţii funcţiei obiectiv au forma:

c(() = c0 + c1((   (   cj(() = 
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unde ( ( R este parametrul considerat iar c0, c1 (Rn  sunt doi vectori cu componentele constante reale. Pentru rezolvarea problemei pentru orice (, vom parcurge următorii paşi:

Pasul1. Se rezolvă problema pentru un (0 iniţial; presupunem că există cel puţin un ( pentru care problema are soluţie (altfel am avea un caz neinteresant) şi în plus putem presupune că el este egal chiar cu 0, acest lucru putând fi aranjat eventual prin schimbarea de variabilă:

( = (0 + (
şi scrierea lui b sub forma:

c(() = (c0 + c1((0) + c1((.

Vom găsi o soluţie x0 şi baza corespunzătoare B0.

Pasul2. Se calculează (j(() corespunzători bazei găsite la pasul 1, pentru ( variabil:

(j(()  = 
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Deoarece componentele soluţiei de bază corespunzătoare xB = 
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 nu depind de (, ele sunt pozitive pentru orice (, nu doar pentru (0 şi soluţia xB va fi optimă atâta timp cât toţi (j(() ( 0. Acei ( pentru care (j(() ( 0 reprezintă mulţimea valorilor parametrului pentru care baza B0 dă soluţia optimă.

Pasul3. Se rezolvă sistemul de inecuaţii (j(() ( 0, a cărui soluţie va fi, ţinând cont că toate inecuaţiile sunt liniare, un interval 
[image: image133.wmf][
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, unde 
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 poate fi şi -( iar 
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 poate fi şi +( (în general, pentru orice bază, mulţimea pe care (j(() ( 0 are această formă şi, deci, şi mulţimea pe care nu există soluţie optimă va fi o reuniune de astfel de intervale, însă deschise şi, cum există un număr finit de baze, mulţimea numerelor reale va fi împărţită într-un număr finit de intervale, pentru fiecare corespunzând o bază optimă sau nici una. Se poate demonstra că intervalele pe care nu există soluţie optimă sunt neapărat de forma (-(,a) sau (a,+()). Deoarece B-1 este inversabilă, cel puţin unul dintre
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  şi 
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 este finit. Fie 
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 acesta.

Pentru ( > 
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 cel puţin unul dintre (j(() corespunzători bazei B0 va fi strict negativ. Este clar că pentru ( > 
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 trebuie căutată altă bază optimă, dacă aceasta există.

Pasul4. Reluăm algoritmul pentru o valoare a lui ( aflată în imediata vecinătate a lui
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şi ( > 
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, astfel încât să ne situăm în intervalul imediat următor intervalului
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]

0

0

,

l

l

. Pentru găsirea bazei corespunzătoare acestuia (sau pentru aflarea faptului că nu există nici o soluţie optimă pentru ( >
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) se aplică în continuare algoritmul simplex primal (deoarece xB ( 0).

Se obţine o succesiune de valori 
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= +( şi o succesiune de baze şi soluţii optime asociate fiecărui interval.

Pasul5. Reluăm algoritmul pentru o valoare a lui ( aflată în imediata vecinătate a lui
[image: image149.wmf]0
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 şi ( <
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, astfel încât să ne situăm în intervalul imediat anterior lui
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. Pentru găsirea bazei corespunzătoare acestuia (sau pentru aflarea faptului că nu există nici o soluţie optimă pentru ( < 
[image: image152.wmf]0
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) se aplică în continuare algoritmul simplex primal (deoarece xB ( 0).

Se obţine o succesiune de valori 
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>
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= -( şi o succesiune de baze şi soluţii optime asociate fiecărui interval.

În acest moment, cunoaştem, pentru fiecare valoare posibilă a parametrului (, soluţia optimă a problemei sau invers, pentru fiecare bază, care este mulţimea parametrilor pentru care aceasta este optimă şi algoritmul este terminat.

Exemplu  Analizăm cazul aceleiaşi întreprinderi în cazul în care disponibilul din fiecare materie primă rămâne constant dar profiturile variază în funcţie de un parametru (, acestea fiind date în tabelul de mai jos:

	produse

mat. prime
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6
	Disponibil

	M1
	3
	5
	7
	2
	1
	2
	20

	M2
	5
	6
	9
	3
	4
	5
	40

	M3
	7
	8
	10
	3
	2
	8
	60

	profit/1000 prod.
	2 + 4(
	3 + 3(
	4 + 2(
	1 + 4(
	1 + 2(
	2 + 3(
	


Rezolvare. Avem de rezolvat o problemă de parametrizare a coeficienţilor funcţiei obiectiv, deci vom aplica algoritmul de mai sus.

Se scrie problema de programare asociată şi se aduce la forma standard:

	
	
	F.S.

	max [(2+4()x1 + (3+3()x2 + (4+2()x3 + (1+4()x4 + (1+2()x5 + (2+3()x6]
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Pasul 1. Rezolvăm problema pentru ( = 0 şi obţinem baza optimă:

B = (a5,a6,a2) = 
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soluţia optimă xB = 
[image: image160.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

31

50

,

31

180

,

31

10

, inversa bazei B-1 = 
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 şi ultimul tabel simplex:

	
	
	
	2 + 4(
	3 + 3(
	4 + 2(
	1 + 4(
	1 + 2(
	2 + 3(
	0
	0
	0

	cB
	xB
	xB
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	s1
	s2
	s3

	1 + 2(
	x5
	
[image: image162.wmf]31

10


	
[image: image163.wmf]62

5


	0
	
[image: image164.wmf]31

15


	
[image: image165.wmf]62

17


	1
	0
	
[image: image166.wmf]31

4

-


	
[image: image167.wmf]31

12


	
[image: image168.wmf]62

13

-



	2 + 3(
	x6
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	3 + 3(
	x2
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Pasul 2.  Se calculează (j corespunzători bazei optime,  pentru (  oarecare:

((()  = 
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Pasul 3.  Se rezolvă sistemul de inecuaţii xB ( 0:

 ((() ( 0  (  
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Pasul 4.  Se observă că pentru ( aflat în imediata vecinătate a lui 
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 şi ( > 
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vom avea un singur (j negativ şi anume (4. Pentru un astfel de (, soluţia corespunzătoare bazei B este primal admisibilă şi, aplicând algoritmul simplex primal, x4 va fi introdusă în bază şi înlocuită cu x5. Se obţin:

· noua bază B = (a4, a6, a2) = 
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 şi B-1 = 
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· noua soluţie:

xB = B-1(b = 
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· noul tabel simplex corespunzător noii baze:
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	0
	0
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	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	s1
	s2
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	1 + 4(
	x4
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· noul interval pe care este optimă noua bază:
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Reluând algoritmul vom obţine succesiv intervalele şi soluţiile următoare:
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  B = (a4, a6, a9)  xB = 
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  B = (a4, a5, a9)  xB = 
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Pasul 5. Începând înapoi de la 
[image: image243.wmf]0

m

= 
[image: image244.wmf]73

5

-

 obţinem:

3. ( ( 
[image: image245.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

73

5

,

34

5

  B = (a3, a6, a2)  xB = 
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  B = (a3, a6, a9)  xB = 
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     B = (a3, a8, a9)  xB = 
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6. ( ( 
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    B = (a7, a8, a9)  xB = 
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La marginile intervalelor, problema va avea cel puţin două soluţii de bază şi, deci, o infinitate de soluţii optime (toate combinaţiile convexe dintre acestea).

În concluzie, dacă:
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 disponibilul din M1 ar fi negativ, caz fără sens economic.
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90
91

_987173052.unknown

_987188455.unknown

_987193126.unknown

_1000023710.unknown

_1061921023.unknown

_1061921837.unknown

_1061922131.unknown

_1061922136.unknown

_1061921959.unknown

_1061921240.unknown

_1061920774.unknown

_1061920782.unknown

_1000023764.unknown

_987195093.unknown

_987195232.unknown

_987195343.unknown

_987195447.unknown

_987195470.unknown

_987195376.unknown

_987195279.unknown

_987195191.unknown

_987193311.unknown

_987193327.unknown

_987193280.unknown

_987189939.unknown

_987190150.unknown

_987192889.unknown

_987192927.unknown

_987190162.unknown

_987190024.unknown

_987190079.unknown

_987189968.unknown

_987188930.unknown

_987188956.unknown

_987189418.unknown

_987189569.unknown

_987189895.unknown

_987189441.unknown

_987189395.unknown

_987189383.unknown

_987188947.unknown

_987188753.unknown

_987188761.unknown

_987188776.unknown

_987188472.unknown

_987188486.unknown

_987183606.unknown

_987186124.unknown

_987187795.unknown

_987188196.unknown

_987188238.unknown

_987188264.unknown

_987187934.unknown

_987187957.unknown

_987186685.unknown

_987187433.unknown

_987186932.unknown

_987187347.unknown

_987186716.unknown

_987186143.unknown

_987184499.unknown

_987185912.unknown

_987186115.unknown

_987184801.unknown

_987184182.unknown

_987184421.unknown

_987183618.unknown

_987174949.unknown

_987176978.unknown

_987181860.unknown

_987183407.unknown

_987183421.unknown

_987181901.unknown

_987177134.unknown

_987176631.unknown

_987176955.unknown

_987175950.unknown

_987174625.unknown

_987174790.unknown

_987174877.unknown

_987174751.unknown

_987174362.unknown

_987174447.unknown

_987173882.unknown

_987162434.unknown

_987171684.unknown

_987172068.unknown

_987172205.unknown

_987172873.unknown

_987172460.unknown

_987172635.unknown

_987172180.unknown

_987172193.unknown

_987172087.unknown

_987172100.unknown

_987171867.unknown

_987172003.unknown

_987172014.unknown

_987172024.unknown

_987171962.unknown

_987171974.unknown

_987171986.unknown

_987171890.unknown

_987171913.unknown

_987171760.unknown

_987171785.unknown

_987171845.unknown

_987171771.unknown

_987171746.unknown

_987171737.unknown

_987165081.unknown

_987169141.unknown

_987170470.unknown

_987171423.unknown

_987171516.unknown

_987170651.unknown

_987171378.unknown

_987170611.unknown

_987169789.unknown

_987166837.unknown

_987166816.unknown

_987166829.unknown

_987163555.unknown

_987164147.unknown

_987165066.unknown

_987155241.unknown

_987162012.unknown

_987162324.unknown

_987162367.unknown

_987162388.unknown

_987162400.unknown

_987162379.unknown

_987162345.unknown

_987162357.unknown

_987162332.unknown

_987162055.unknown

_987162079.unknown

_987162279.unknown

_987162292.unknown

_987162302.unknown

_987162265.unknown

_987162044.unknown

_987161874.unknown

_987161928.unknown

_987161970.unknown

_987161991.unknown

_987162002.unknown

_987161980.unknown

_987161938.unknown

_987161919.unknown

_987156073.unknown

_987161677.unknown

_987161760.unknown

_987161769.unknown

_987160845.unknown

_987155780.unknown

_987148135.unknown

_987148309.unknown

_987148317.unknown

_987148325.unknown

_987148242.unknown

_987147346.unknown

_987147485.unknown

_987147502.unknown

_987148041.unknown

_987148020.unknown

_987147494.unknown

_987147357.unknown

_987147307.unknown

_987147320.unknown

_987088029.unknown

_987147273.unknown

